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ABSTRAK
STRUKTUR IDEAL PRIMA DAN GELANGGANG





(Program Studi Doktor Matematika)
Dalam disertasi ini dibahas struktur gelanggang polinom miring atas daerah
Dedekind komutatif, khususnya bentuk ideal prima minimal dan struktur ge-
langgang yang terkait dengan gelanggang faktor. Secara umum, kontribusi yang
dihasilkan menyangkut perluasan hasil yang telah ada di literatur ke kelas yang
lebih luas. Secara khusus, disertasi ini berkontribusi pada pengembangan hasil
tentang order maksimal, ideal prima minimal, pusat gelanggang, dan gelang-
gang faktor.
Pada pengkajian karakteristik ideal prima minimal didapatkan adanya keterkai-
tan antara ideal prima minimal di gelanggang polinom miring dengan ideal
prima di gelanggang tumpuan. Selain dari itu, didapat pula bahwa ideal prima
minimal di gelanggang ini mempunyai dua bentuk.
Pada pengkajian bentuk pusat, ditemukan adanya kaitan antara pusat gelang-
gang polinom miring dengan pusat dari gelanggang tumpuannya. Selain dari
itu, bentuk pusat gelanggang polinom miring R[x;σ, δ] yang didapatkan terkait
erat dengan derajat σ. Lebih jauh lagi, didapatkan pula bahwa ada keterkaitan
antara ideal-ideal prima di pusat gelanggang dengan ideal-ideal prima minimal
di gelanggang polinom miring.
Pada pengkajian gelanggang faktor, ditemukan adanya keterkaitan antara sifat
prima gelanggang faktor dengan sifat prima ideal pembentuknya. Lebih lanjut,
sifat prima dari ideal yang dibentuk oleh koefisien polinom-polinom di ideal
prima pembentuk gelanggang faktor juga mempengaruhi sifat prima dari ge-
langgang faktor yang terbentuk.
Hasil utama yang diperoleh dalam pembahasan ideal prima minimal adalah
ideal prima minimal mempunyai dua bentuk. Ideal bentuk pertama merupakan
himpunan polinom yang tidak memuat polinom konstan, sedangkan bentuk
kedua adalah himpunan polinom yang koefisiennya berasal dari suatu (σ, δ)-
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ideal prima minimal di gelanggang tumpuannya. Dalam pembahasan gelang-
gang faktor, hasil utama yang ditemukan adalah gelanggang faktor merupakan
gelanggang Dedekind prima jika ideal pembentuknya merupakan ideal prima
minimal yang koefisien-koefisien polinomnya berasal dari suatu ideal prima di
gelanggang tumpuan dan gelanggang faktornya merupakan lapangan jika ideal
pembentuknya merupakan ideal prima yang tidak minimal.
Kata Kunci: Dedekind, faktor, minimal, polinom miring, orde, pusat, prima.
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ABSTRACT
STRUCTURES OF MINIMAL PRIME IDEALS AND





(Program Studi Doktor Matematika)
In this dissertation we discuss the structure of skew polynomial rings over a
Dedekind domain, especially the minimal prime ideals and the ring structure
related to the factor ring. In general, the results obtained are the expansion of
existing results to a broader class. In particular, this dissertation contributes
to the development of maximal orders, minimal prime ideals, the ring center,
and the factor rings.
For the characteristics of minimal prime ideals, the relationship between the
minimal prime ideals of the skew polynomial ring and prime ideals of the source
ring can be identified.
For the form of the center, we show that there is a link between the center
of the skew polynomial ring and the center of the source ring. Moreover, the
identified center of the skew polynomial ring R = D[x;σ, δ] is closely related to
the degree of σ. Furthermore, this indicates that there is a correlation between
the prime ideals of the ring center and the minimal prime ideals of the skew
polynomial ring.
For the factor ring, the results show that there is a link between the properties
of the prime factor ring and its prime ideal factor. Furthermore, the prime
properties of the source ideal p of the ideal P = p[x;σ, δ] also influence the
prime properties of the factor ring R/P .
The main results obtained for minimal prime ideals is they have two forms.
The first form is the minimal prime without any constant polynomial, whereas
the second form is the set of polynomial with coefficients deriving from some
minimal (σ, δ)-ideal prime in the source ring. For factor rings, the main re-
sult is the factor ring R/P is a Dedekind prime ring if the source ideal p of
the ideal factor P = p[x;σ, δ] is a prime ideal in source ring. And finally the
factor ring R/P is a field if the ideal factor P is prime ideal which is not minimal.
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Disertasi ini membahas struktur gelanggang polinom miring atas daerah Dede-
kind, khususnya bentuk ideal prima minimal dan struktur gelanggang yang
terkait dengan gelanggang faktor. Secara umum, kontribusi yang dihasilkan
menyangkut perluasan hasil yang telah ada di literatur ke kelas yang lebih luas.
Secara khusus, disertasi ini berkontribusi pada pengembangan hasil tentang or-
der maksimal, ideal prima minimal, pusat gelanggang, dan gelanggang faktor.
Dalam gelanggang polinom biasa, perkalian antar polinom-polinom bersifat ko-
mutatif. Namun demikian terdapat suatu gelanggang polinom dengan perkalian
antar polinom tidak komutatif. Ore (1933) memperkenalkan suatu gelanggang
polinom tidak komutatif, yang selanjutnya dikenal dengan gelanggang poli-
nom miring. Gelanggang ini telah menarik banyak peneliti untuk mengem-
bangkannya kearah yang beragam. Secara garis besar, peneliti gelanggang poli-
nom miring dapat dibagi ke dalam tiga kelompok. Kelompok pertama ada-
lah kelompok peneliti yang mengembangkan kelas gelanggang polinom miring
menjadi kelas gelanggang yang lebih besar. Kelompok kedua adalah kelompok
peneliti yang menggunakan gelanggang polinom miring dalam dunia aplikasi.
Sedangkan kelompok yang ketiga adalah kelompok peneliti yang meneliti struk-
tur gelanggang polinom miring dengan berbagai macam gelanggang tumpuan.
Penulis disertasi ini berada dalam kelompok yang ketiga.
Dalam kelompok peneliti pertama, sejumlah peneliti telah mengembangkan ge-
langgang polinom miring ke jenis gelanggang lain. Pada tahun 1903, Hilbert
bekerja dengan gelanggang deret kuasa miring R[[x;σ]], gelanggang mir-
ing Laurent R[x, x−1;σ], dan gelanggang deret kuasa miring Laurent
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R[[x, x−1;σ]]. Namun demikian, pada tahun 1933, Ore memformulasikan ge-
langgang polinom miring R[x;σ, δ] dan menemukan bahwa dalam relasi xa =
σ(a)x+ δ(a), pemetaan σ haruslah endomorfisma dan pemetaan δ harus meru-
pakan σ-derivatif. Terlihat bahwa, gelanggang polinom miring R[x;σ] hasil
formulasi Ore merupakan subgelanggang dari gelanggang miring Laurent. Oleh
karena itu, dapat dikatakan bahwa gelanggang polinom miring Laurent meru-
pakan pengembangan gelanggang polinom miring, meskipun gelanggang poli-
nom miring Laurent sudah ada sebelum gelanggang polinom miring diformu-
lasikan. Pada kesempatan lain, Dixmier (1968) mengembangkan gelanggang
polinom miring menjadi gelanggang polinom miring iterasi yang lebih dikenal
dengan Aljabar Weyl. Xie dan Marubayashi (2009) mengembangkan lagi ge-
langgang miring Laurent menjadi gelanggang graded valuasi total.
Dalam dunia aplikasi, gelanggang polinom miring juga telah banyak mem-
berikan kontribusi. Beberapa peneliti telah memanfaatkan gelanggang ini. Zerz
(2006), memanfaatkan gelanggang polinom miring untuk memahami perilaku
sistem kontrol linier dengan mentransfer sistem kontrol linier (klasik) ke da-
lam sistem kontrol linier abstrak dalam konteks modul atas gelanggang terse-
but. Selanjutnya pengkajian sifat-sifat dan kelakuan sistem kontrol linier diter-
jemahkan menjadi pengkajian struktur, sifat, dan kelakuan sistem modul terkait.
Dengan pendekatan yang hampir sama dengan Zerz, Cluzeau dan Quadrat
(2006) mengaitkan sistem fungsional linier dengan matriks yang entri-entrinya
berada dalam suatu gelanggang polinom miring. Selanjutnya sifat-sifat sistem
fungsional linier dikaji lewat modul atas gelanggang polinom miring tersebut.
Pada kesempatan yang berbeda, Chyzak, Quadrat, dan Robert (2006) mem-
pelajari sistem kontrol linier atas gelanggang polinom miring. Pada tulisan
ini mereka memberikan algoritma yang efektif untuk memeriksa keterkontrolan
suatu sistem kontrol linier atas gelanggang polinom miring. Dalam teori kod-
ing, Boucher dan Ulmer (2009) memanfaatkan gelanggang polinom miring un-
tuk mempelajari kode linier yang diperoleh dari ideal-ideal di gelanggang hasil
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bagi dari gelanggang polinom miring.
Mencermati unsur dari gelanggang polinom miring R[x;σ, δ] yang berupa poli-
nom-polinom dengan koefisien-koefisien merupakan unsur dari gelanggang tum-
puanR, sangatlah dipahami bahwa struktur gelanggang polinommiringR[x;σ, δ]
banyak dipengaruhi oleh struktur gelanggang tumpuannya, yaitu R. Pengaruh
ini telah banyak dikaji oleh para peneliti. Misalnya, untuk gelanggang tumpuan
berupa gelanggang pembagian, Jacobson (1937) memberikan kondisi cukup agar
gelanggang polinom miringnya merupakan gelanggang sederhana. Chamarie
(1981) menunjukkan bahwa jika gelanggang tumpuan merupakan order maksi-
mal, maka gelanggang polinom miringnya juga akan merupakan order maksimal.
Pada kesempatan lain, McConnell dan Robson (1987) telah menunjukkan jika
gelanggang tumpuan merupakan gelanggang prima atau gelanggang Noether,
maka gelanggang polinom miringnya juga, berturut-turut, merupakan gelang-
gang prima atau gelanggang Noether. Sedangkan untuk gelanggang tumpuan
yang merupakan lapangan miring, Cohn (2006) menunjukkan bahwa gelang-
gang polinom miringnya akan merupakan daerah ideal utama.
Hingga saat ini, keterkaitan struktur gelanggang polinom miring dengan ge-
langgang tumpuannya masih terus diteliti. Hal ini dapat dilihat dari publikasi
hasil penelitian sejumlah peneliti. Misalnya, Chuang dan Lee (2007) mempub-
likasikan bahwa gelanggang polinom miring merupakan gelanggang PI (Poly-
nomial Identity) jika dan hanya jika gelanggang tumpuannya adalah gelang-
gang PI. Moussavi dan Hashemi (2007) mempublikasikan bahwa jika gelanggang
tumpuan adalah gelanggang semiprima Goldie kiri, maka gelanggang polinom-
nya akan merupakan gelanggang semiprimitif Goldie kiri. Cortes, Ferrero, dan
Marubayashi (2008) mempublikasikan bahwa gelanggang polinom miring meru-
pakan gelanggang Goldie kanan jika dan hanya jika gelanggang tumpuannya
juga demikian. Selain dari itu, Ouyang (2009) mempublikasikan bahwa ge-
langgang polinom miring merupakan gelanggang weak zip jika dan hanya jika
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gelanggang tumpuannya juga gelanggang weak zip.
Salah satu objek kajian untuk mengetahui struktur suatu gelanggang ada-
lah ideal di gelanggang tersebut. Sementara itu, ideal di gelanggang polinom
miring dapat dikaji lewat struktur gelanggang tumpuan gelanggang polinom
miringnya. Hal ini berarti bahwa, ada keterkaitan antara struktur gelang-
gang tumpuan dengan bentuk ideal di gelanggang polinom miring. Beberapa
peneliti telah meneliti hal tersebut. Misalnya, Irving (1979), Goodearl (1992),
dan Godearl dan Letzter (1994) menginvestigasi bentuk ideal dari gelanggang
polinom miring untuk gelanggang tumpuan gelanggang Noether. Leroy dan
Matczuk (1991) membuktikan keberadaan ideal gelanggang polinom miring
yang terpisah dengan gelanggang tumpuannya. Cortes dan Ferrero (2004) mem-
berikan karakteristik ideal utama dari gelanggang polinom miring untuk je-
nis gelanggang tumpuan gelanggang prima. Bhat (2009) membuktikan adanya
hubungan antara ideal prima lengkap gelanggang polinom miring dengan ideal
prima lengkap gelanggang tumpuannya. Nasr dan Moussavi (2010) memberikan
syarat cukup dan perlu untuk ideal prima menjadi ideal Goldie dalam gelang-
gang polinom miring.
Dalam disertasi ini, salah satu arah kajian dalam mengkaji struktur gelanggang
polinom miring adalah lewat bentuk ideal primanya. Sejumlah peneliti telah
melakukan kajian terhadap ideal prima di gelanggang polinom miring, seperti
yang disebutkan pada paragraf di atas. Oleh karena itu, agar hasil kajian disini
memberikan kontribusi yang berarti, maka gelanggang polinom miring yang di-
pilih sebagai objek kajian adalah gelanggang polinom miring yang merupakan
pengembangan dari yang sudah dikaji. Sementara itu, pengembangan gelang-
gang polinom miring dapat dilihat dari beberapa aspek, misalnya gelanggang
tumpuan, endomorfisma σ, dan σ-derivatif yang digunakan. Dalam penelitian
ini, gelanggang tumpuan yang digunakan adalah daerah Dedekind yang su-
dah mencakup bebrapa gelanggang tumpuan yang digunakan sejumlah peneliti
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terdahulu, misalnya gelanggang prima dan Noether. Pada aspek σ-derivatif,
beberapa hasil kajian peneliti terdahulu yang berlaku hanya untuk derivatif nol
diperluas untuk derivatif sebarang.
Struktur gelanggang dapat juga dikaji lewat struktur gelanggang faktornya.
Dalam penelitian ini, gelanggang faktor yang dikaji strukturnya adalah gelang-
gang faktor yang dibentuk oleh ideal-ideal prima di gelanggang tersebut. Ide
ini diinspirasi oleh Hillman (1984). Dalam gelanggang polinom (biasa), Hillman
menggunakan ideal utama prima membentuk gelanggang faktor dan mendap-
ati bahwa, gelanggang faktor yang terbentuk merupakan daerah Dedekind jika
dan hanya jika unsur pembangun ideal tersebut bukan merupakan unsur dari
kuadrat salah satu ideal maksimal.
Arah kajian lainnya didasarkan pada adanya keterkaitan antara himpunan ideal
prima di pusat gelanggang polinom miring dengan himpunan ideal prima di
gelanggang tersebut. Keterkaitan ini menyebabkan ideal-ideal prima di ge-
langgang polinom miring dapat diperoleh melalui ideal-ideal di pusat gelang-
gang. Hal ini berarti, secara tidak langsung, struktur gelanggang polinom
miring dapat dikaji dari bentuk pusatnya. Dalam gelanggang polinom mir-
ing, penelitian karakterisasi bentuk pusat gelanggang polinom miring telah di-
lakukan oleh Amitzur (1957) dan Leroy dan Matczuk (1992). Disertasi ini juga
melakukan arah kajian yang sama tetapi untuk area yang lebih luas. Amitzur
(1957) dan Leroy dan Matczuk (1992) menggunakan gelanggang tumpuan, se-
cara berturut-turut, gelanggang pembagian dan prima, dalam disertasi ini ge-
langgang tumpuan tersebut, seperti yang sudah dikatakan sebelumnya, dikem-
bangkan menjadi daerah Dedekind.
I.2 Hasil Penelitian
Hasil yang diketengahkan dalam disertasi ini terbagi dalam tiga area besar.
Area yang pertama adalah hasil penelitian mengenai ideal-ideal prima. Area
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yang kedua adalah hasil penelitian mengenai bentuk-bentuk pusat. Sedangkan
hasil yang ketiga adalah mengenai gelanggang faktor. Selain ketiga area besar
tersebut, dalam disertasi ini juga ditunjukkan bahwa gelanggang polinom mir-
ing R[x;σ, δ] merupakan suatu order maksimal yang merupakan suatu langkah
perluasan hasil yang telah diperoleh Chamarie (1979). Chamarie menunjukkan
bahwa, untuk kondisi δ = 0, gelanggang polinom miring R[x;σ] merupakan
suatu order maksimal. Pada disertasi ini diberikan pembuktian untuk kondisi δ
yang belaku umum. Hasil-hasil pembuktian mengenai order maksimal disajikan
lengkap pada Lema III.2 sampai Lema III.7 dan Teorema III.8.
Area pertama dari penelitian menyajikan karakteristik ideal prima minimal ge-
langgang polinom miring. Seperti yang diketahui dari hasil peneliti-peneliti
sebelumnya, ideal prima di gelanggang tumpuan R dapat digunakan sebagai
landasan untuk membentuk ideal prima di gelanggang polinom miring R[x;σ, δ].
Namun demikian, aturan perkalian dalam gelanggang polinom miring yang me-
ngandung σ dan δ menyebabkan tidak semua ideal di gelanggang tumpuan R
dapat digunakan untuk membentuk ideal dalam gelanggang polinom miring.
Dalam penelitian ini ditemukan, ideal-ideal di gelanggang tumpuan R yang da-
pat dipakai membentuk ideal pada gelanggang polinom miring hanyalah ideal
yang berupa (σ, δ)-ideal. Selain dari itu, teramati bahwa pengaruh δ sendiri
cukup besar pada struktur ideal gelanggang polinom miring. Misalnya, δ 6= 0
tetapi merupakan inner, dan δ 6= 0 tetapi bukan inner σ-derivatif memberikan
perbedaan yang signifikan dalam bentuk ideal prima minimal. Hasil-hasil pene-
litian tentang hal tersebut di atas disajikan pada Lema III.14, Lema III.18, dan
Teorema III.20. Hasil peneltian pada Teorema III.20 menunjukkan bahwa ideal
prima minimal dari gelanggang polinom miring hanya mempunyai dua bentuk.
Pada area kedua disajikan bentuk-bentuk pusat dari beberapa jenis gelanggang
polinom miring. Pusat gelanggang adalah himpunan unsur-unsur gelanggang
yang komutatif terhadap semua unsur lainnya. Hasil penelitian menunjukkan,
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pusat dari gelanggang polinom miring D[x;σ] (pada kasus ini δ = 0) berbeda
dengan pusat dari gelanggang polinom miring D[x;σ, δ] (untuk kasus δ 6= 0).
Lebih jauh lagi, sifat inner dari δ juga mempengaruhi bentuk pusat gelanggang
polinom miring. Dalam penelitian ini ditemukan, pusat gelanggang polinom
miring D[x;σ, δ] untuk δ yang bukan inner σ-derivatif berbeda dengan pusat
gelanggang polinom miring D[x;σ, δ] untuk δ yang merupakan inner σ-derivatif.
Sementara itu, dalam hal ideal prima, pada penelitian ini ditemukan adanya
kaitan antara ideal-ideal di pusat gelanggang dengan ideal-ideal di gelanggang
polinom miring itu sendiri. Hasil-hasil penelitian mengenai pusat gelanggang ini
disajikan lengkap pada Teorema IV.1, Teorema IV.7, dan Teorema IV.9. Hasil-
hasil tersebut menunjukkan bahwa pusat gelanggang polinom miring terkait
erat dengan himpunan unsur D yang invarian terhadap σ.
Pembentukan gelanggang faktor Dedekind gelanggang polinom miring dengan
menggunakan ideal prima diteliti pada area ketiga. Khususnya, penelitian ini
memberikan syarat perlu dan cukup ideal P di gelanggang polinom miring R
yang dapat membentuk gelanggang faktor R/P menjadi gelanggang Dedekind
prima. Syarat perlu dan cukup yang dimaksud disajikan pada Teorema IV.16.
Syarat ini terkait erat dengan himpunan polinom konstan yang berada dalam
ideal P . Penelitian lebih lanjut menemukan, gelanggang faktor dari gelanggang
polinom miring merupakan order maksimal.
I.3 Garis Besar Penulisan
Ada dua kajian utama dalam disertasi ini, yaitu ideal prima dan gelanggang
faktor. Mengingat ideal prima digunakan dalam pembentukan gelanggang fak-
tor, maka kajian tentang ideal prima dilakukan lebih dahulu. Selain dari dua
kajian utama tersebut, ada beberapa kajian lain yang dilakukan untuk menun-
jang kajian utama, antara lain kajian tentang pusat gelanggang dan sifat order
maksimal dari gelanggang polinom miring. Berdasarkan kaitan antara satu ka-
jian dengan kajian lain, garis besar penulisan disertasi disusun seperti uraian
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berikut.
Bab I berisi pendahuluan dari disertasi ini yang menggambarkan latar belakang
penelitian, permasalahan dan gambaran singkat hasil penelitian.
Secara garis besar, konsep dasar yang diperlukan dalam pembahasan utama di-
sertasi ini adalah konsep tentang ideal dan gelanggang. Oleh karena itu, uraian
singkat mengenai beberapa jenis ideal dan gelanggang, termasuk keterkaitan
antara satu jenis ideal dengan ideal lainnya dan keterkaitan antara satu jenis
gelanggang dengan gelanggang lainnya dipaparkan pada Bab II sebagai pen-
gantar untuk memasuki pembahasan utama.
Hasil-hasil penelitian akan ditempatkan pada Bab III dan Bab IV. Berdasarkan
keterkaitan antara satu kajian dengan kajian lainnya, Bab III berisi hasil-hasil
penelitian tentang order maksimal dan ideal prima, sedangkan Bab IV akan
memuat hasil-hasil penelitian mengenai pusat gelanggang dan gelanggang fak-
tor.
Disertasi ini ditutup dengan Bab V yang berisi kesimpulan hasil penelitian,
serta uraian tentang topik pengembangan penelitian yang dapat dilakukan se-
bagai kelanjutan dari penelitian ini.
Dalam penyajian disertasi ini, teorema-teorema atau lema-lema yang telah di-
hasilkan pada penelitian ini dalam penyajiannya diberi tanda  dan dilengkapi
dengan informasi tentang paper yang memuat teorema atau lema tersebut un-
tuk yang sudah dipublikasi.
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Bab II Beberapa Jenis Gelanggang
Seperti yang telah diuraikan pada pendahuluan, ada dua kajian utama dalam
disertasi ini. Kajian tersebut adalah ideal prima dan gelanggang faktor ge-
langgang polinom miring. Hal ini berarti, pemahaman tentang konsep ideal
dan gelanggang sangat dibutuhkan. Pada sisi lain, gelanggang tumpuan yang
digunakan untuk gelanggang polinom miring adalah daerah (integral) Dede-
kind. Oleh karena itu, pengertian daerah Dedekind juga sangat dibutuhkan.
Terkait dengan daerah integral, dalam disertasi ini, yang dimaksud dengan
daerah integral adalah gelanggang komutatif dengan unsur indentitas yang
tidak memuat unsur pembagi nol.
Salah satu tujuan penelitian dalam disertasi ini adalah menunjukkan bahwa
gelanggang polinom miring merupakan order maksimal. Pada sisi lain, sudah
disampaikan sebelumnya, gelanggang tumpuan yang digunakan adalah daerah
Dedekind. Oleh karena itu, dalam pemaparan konsep gelanggang, fokus pem-
bahasan ditujukan pada tiga jenis gelanggang, yaitu order, daerah Dedekind,
dan gelanggang polinom miring. Dalam pemaparan ini, beberapa jenis gelang-
gang yang diperlukan untuk pemaparan atau terkait erat dengan ketiga jenis
gelanggang tersebut, juga akan disajikan.
Berdasarkan kebutuhan pada paragraf di atas, pemaparan dalam bab ini di-
sajikan dalam tiga subbab. Penyajian pada subbab pertama difokuskan pada
order, pada subbab kedua fokus penyajian adalah daerah Dedekind, dan pada
subbab terakhir fokus penyajian adalah gelanggang polinom miring. Pema-
paran konsep ideal tidak difokuskan pada satu subbab, akan tetapi dipaparkan
pada masing-masing subbab pada saat pengertian ideal tersebut dibutuhkan.
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II.1 Order
Penyajian dalam subbab ini difokuskan pada gelanggang yang disebut order.
Disamping itu, beberapa jenis ideal dan gelanggang yang terkait erat dengan
order juga ikut disajikan. Lebih lanjut, untuk memperkuat pemahaman konsep
teori order, beberapa teori-teori dasar hasil penelitian beberapa peneliti akan
ditampilkan.
II.1.1 Pengertian order
Secara sederhana, order adalah suatu gelanggang yang memenuhi kriteria ter-
tentu. Untuk pendefinisian order diperlukan pengertian gelanggang hasil bagi
dan beberapa pengertian lainya.
Pendefinisian order dimulai dengan pengertian unsur reguler dalam suatu ge-
langgang.
Definisi II.1 (McConnell dan Robson, 1987) Misalkan R gelanggang. Un-
sur 0 6= x ∈ R disebut reguler kanan jika xr = 0 mengakibatkan r = 0. Unsur
reguler kiri didefinisikan serupa. Jika x ∈ R merupakan reguler kanan dan
sekaligus reguler kiri, maka x disebut reguler.
Himpunan semua unsur reguler dalam suatu gelanggang membentuk himpunan
yang tertutup terhadap perkalian dan himpunan ini memuat unsur identitas
dari R. Himpunan seperti ini disebut himpunan multiplikatif. Secara umum,
suatu himpunan bagian dari gelanggang yang tertutup terhadap perkalian,
memuat unsur satuan, dan tidak memuat 0 disebut himpunan multiplikatif.
Unsur-unsur reguler dalam gelanggang belum tentu mempunyai balikan dalam
gelanggang tersebut. Hal ini mendorong didefinisikannya gelanggang hasil bagi,
yaitu gelanggang yang memuat unsur balikan semua unsur reguler dengan sifat
tertentu.
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Definisi II.2 (McConnell dan Robson, 1987) Misalkan Q adalah gelang-
gang yang memuat gelanggang R dan unsur balikan dari semua unsur reguler
dalam R. Gelanggang Q disebut gelanggang hasil bagi kanan dari R, jika
setiap q ∈ Q dapat ditulis q = rs−1 untuk suatu r ∈ R dan s adalah unsur
reguler dalam R. Gelanggang hasil bagi kiri dari R didefinisikan serupa.
Gelanggang Q disebut gelanggang hasil bagi dari R jika Q merupakan ge-
langgang hasil bagi kanan dan kiri dari R.
Selanjutnya, gelanggang yang merupakan gelanggang hasil bagi atas dirinya
sendiri disebut gelanggang hasil bagi. Dengan demikian dapat disimpulkan
bahwa suatu gelanggang Q disebut gelanggang hasil bagi, jika setiap unsur reg-
ulernya merupakan unsur unit.
Mencermati proses pendefinisian gelanggang hasil bagi dari suatu gelanggang,
terlihat bahwa tidak semua gelanggang mempunyai gelanggang hasil bagi. Terkait
dengan keberadaan gelanggang hasil bagi, ada syarat perlu dan cukup gelang-
gang yang mempunyai gelanggang hasil bagi. Syarat tersebut diberikan lewat
pengertian kondisi Ore.
Definisi II.3 (McConnell dan Robson, 1987) Misalkan S himpunan ba-
gian dari gelanggang R yang tertutup terhadap perkalian. Himpunan S disebut
memenuhi kondisi Ore kanan jika untuk setiap r ∈ R dan s ∈ S terda-
pat r1 ∈ R dan s1 ∈ S sedemikian sehingga rs1 = sr1. Kondisi Ore kiri
didefinisikan serupa.
Selanjutnya, gelanggang R yang memenuhi kondisi Ore kanan (kiri) untuk
S = R disebut gelanggang Ore kanan (kiri). Menggunakan kondisi Ore di
atas, berikut disajikan syarat perlu dan cukup gelanggang yang mempunyai
gelanggang hasil bagi.
Lema II.1 (McConnell dan Robson, 1987) .
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1. Gelanggang dengan unsur identitas yang tidak memuat unsur pembagi nol
mempunyai gelanggang hasil bagi kanan jika dan hanya jika gelanggang
tersebut merupakan gelanggang Ore kanan.
2. Gelanggang Noether kanan dengan unsur identitas yang tidak memuat
unsur pembagi nol adalah gelanggang Ore kanan.
Dari Lema II.1 disimpulkan bahwa Gelanggang Noether kanan dengan unsur
identitas yang tidak memuat unsur pembagi nol mempunyai gelanggang hasil
bagi.
Berikut salah satu contoh gelanggang yang tidak memiliki gelanggang hasil
bagi.
Contoh 1 (McConnell dan Robson, 1987) Gelanggang k〈x, y〉, yaitu Ge-
langgang polinom dengan peubah x dan y dan koefisien dalam lapangan k.
Aturan perkalian dalam gelanggang ini memenuhi xy 6= yx, ay = ya, dan
ax = xa untuk setiap a ∈ k.
Gelanggang k〈x, y〉 tidak mempunyai gelanggang hasil bagi karena tidak me-
menuhi kondisi Ore. Misalnya, x, y ∈ k〈x, y〉 tetapi xa 6= yb untuk setiap
a, b ∈ k〈x, y〉.
Lebih lanjut, mencermati kembali pendefinisian gelanggang hasil bagi, didapati
bahwa dua gelanggang yang berbeda bisa saja mempunyai gelanggang hasil bagi
yang sama. Misalnya, gelanggang k[x] dan k[x, x−1]. Fenomena ini menginspi-
rasi pendefinisian order.
Definisi II.4 (McConnell dan Robson, 1987) Misalkan Q gelanggang hasil
bagi. Subgelanggang R ⊆ Q disebut order kanan di Q jika setiap q ∈ Q
berbentuk q = rs−1 untuk suatu r, s ∈ R. Begitu juga untuk order kiri, subge-
langgang R ⊆ Q disebut order kiri jika setiap q ∈ Q berbentuk q = s−1r untuk
suatu r, s ∈ R. Jika R merupakan order kanan sekaligus order kiri, maka R
disebut order.
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Jadi suatu R adalah order kanan dari Q, jika Q adalah gelanggang hasil bagi
dari R sesuai Definisi II.2. Sebagai contoh, himpunan bilangan bulat Z meru-
pakan order dari Q karena untuk setiap q ∈ Q, q berbentuk a
b
= ab−1 untuk
suatu a, b ∈ Z dengan b 6= 0.
Dalam gelanggang hasil bagi, order tidak bersifat tunggal. Ketidaktunggalan
ini mendorong didefinisikannya order maksimal.
Definisi II.5 (McConnell dan Robson, 1987) Misalkan Q gelanggang hasil
bagi dan R1, R2 ⊆ Q order kanan di Q. Definisikan relasi ∼ dengan R1 ∼ R2
jika terdapat a1, a2, b1, b2 ∈ Q unit di Q sedemikian sehingga a1R1b1 ⊆ R2 dan
a2R2b2 ⊆ R1.
Jelas bahwa relasi ∼ pada Definisi II.5 merupakan relasi ekivalen. Relasi ini
akan membentuk kelas-kelas ekuivalen. Order kanan R disebut order kanan
maksimal jika R maksimal di kelas ekivalennya. Order kiri maksimal dide-
finisikan serupa. Sedangkan R disebut order maksimal jika R merupakan order
maksimal kanan dan kiri.
II.1.2 Beberapa ideal yang terdefinisi pada order
Beberapa jenis ideal yang didefinisikan dalam order atau terkait erat dengan
order disajikan pada pasal ini. Jenis ideal yang dimaksud antara lain, ideal
fraksional, ideal terbalikan, dan v-ideal. Selain dari penyajian jenis ideal, disa-
jikan juga beberapa teori dasar yang mengaitkan antara order dan ideal-ideal
tersebut.
Definisi II.6 (McConnell dan Robson, 1987) Misalkan R adalah order da-
lam gelanggang hasil bagi Q. Submodul kanan I dari QR yang memenuhi aI ⊆ R
dan bR ⊆ I untuk suatu unit a, b ∈ Q disebut R-ideal fraksional kanan.
R-ideal fraksional kiri didefinisikan serupa. Jika I merupakan R-ideal frak-
sional kiri dan kanan, maka I disebut R-ideal fraksional. Lebih lanjut, jika
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I merupakan R-ideal fraksional kanan dan I ⊆ R, maka I disebut R-ideal
kanan. Hal serupa berlaku untuk R-ideal kiri. R-ideal kiri yang sekaligus
R-ideal kanan disebut R-ideal.
Pendefinisian R-ideal di atas tidak sama dengan pendefinisian ideal (biasa) di
R seperti yang dikenal secara umum. Suatu ideal (biasa) I di R belum tentu
merupakan R-ideal di R, karena unsur unit b ∈ Q yang memenuhi bR ⊆ I
belum tentu ada. Namun demikian, pada kondisi tertentu, ideal (biasa) di
R juga merupakan R-ideal di R. Marubayashi, Miyamoto, dan Ueda (1997)
menuliskan bahwa ideal di gelanggang Goldie R merupakan R-ideal. Hal ini
berakibat, ideal di daerah Dedekind R merupakan R-ideal. Pengertian lengkap
gelanggang Goldie dan daerah Dedekind akan diberikan pada pembahasan se-
lanjutnya.
Berikut, beberapa definisi dan notasi yang dipakai dalam teori order. Misalkan
R adalah order dalam gelanggang Q. Untuk himpunan-himpunan bagian X
dan Y dari Q, didefinisikan (Marubayashi, Miyamoto, dan Ueda, 1997),
(X : Y )r = {q ∈ Q | Y q ⊆ X}
(X : Y )l = {q ∈ Q | qY ⊆ X} dan
X−1 = {q ∈ Q | XqX ⊆ X}.
Untuk R-ideal fraksional kanan I dari Q, dinotasikan
Or(I) = (I : I)r = {q ∈ Q | Iq ⊆ I},
sedangkan untuk R-ideal fraksional kiri I dari Q, dinotasikan
Ol(I) = (I : I)l = {q ∈ Q | qI ⊆ I},
dan disebut, berturut-turut order kanan dan order kiri dari I.
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Menggunakan definisi dan notasi di atas, keterkaitan antara order maksimal,
ideal fraksional, dan R-ideal diberikan dalam teorema berikut.
Teorema II.2 (McConnell dan Robson (1987)) Jika R adalah order da-
lam Q, maka kondisi berikut ekuivalen:
1. R adalah order maksimal
2. Or(I) = Ol(I) = R untuk setiap R-ideal fraksional I
3. Or(I) = Ol(I) = R untuk setiap R-ideal I.
Ideal fraksional, seperti yang didefinisikan pada Definisi II.6, dikembangkan
lebih lanjut menjadi ideal terbalikan dan v-ideal.
Definisi II.7 (Marubayashi, Miyamoto, dan Ueda, 1997) Suatu R-ideal
fraksional I disebut v-ideal kanan jika Iv = I dengan Iv = (R : (R : I)l)r.
Serupa dengan itu, R-ideal fraksional J disebut v-ideal kiri jika vJ = J dengan
vJ = (R : (R : J)r)l. Suatu R-ideal fraksional I disebut v-ideal, jika Iv =
I = vI. Sementara itu, Suatu R-ideal fraksional I disebut terbalikan jika
(R : I)lI = R = I(R : I)r.
Selain dari ideal terbalikan dan v-ideal, ideal fraksional juga dapat dikem-
bangkan menjadi ideal refleksif. Untuk mendefinisikan ideal refleksif diperlukan
notasi berikut. Misalkan R adalah order kanan dalam gelanggang hasil bagi
Q dan I adalah R-ideal fraksional kanan, dinotasikan I∗ = (R : I)l = {q ∈
Q | qI ⊆ R}. Selain dari notasi tersebut, teorema berikut diperlukan untuk
memperjelas pendefinisian ideal refleksif .
Teorema II.3 (McConnell dan Robson, 1987) Misalkan R dan R′ adalah
order maksimal dalam gelanggang hasil bagi Q, dan I adalah R-ideal fraksional











Menggunakan Teorema II.3 dan Notasi I∗, ideal refleksif dinyatakan sebagai
berikut.
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Definisi II.8 (McConnell dan Robson, 1987) Misalkan R adalah order da-
lam gelanggang hasil bagi Q dan I adalah R-ideal fraksional. Jika I = I∗∗, maka
I dikatakan refleksif.
Mencermati pengertian ideal refleksif dan v-ideal, diperoleh keterkaitan antara
mereka seperti yang disajikan lema berikut.
 Lema II.4 Misalkan R adalah order maksimal dalam gelanggang hasil bagi
Q dan I adalah R-ideal fraksional. Maka I adalah refleksif jika dan hanya jika
I adalah v-ideal.
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Biimplikasi ini melengkapi pembuktian.
Lema II.4 telah menyajikan keterkaitan antara v-ideal dengan ideal refleksif. Se-
lain dengan ideal refleksif, ternyata, v-ideal juga terkait dengan ideal terbalikan.
Untuk membuktikan keterkaitan antara mereka, dibutuhkan lema berikut.
Lema II.5 (Marubayashi, Miyamoto, dan Ueda, 1997) Jika I terbalikan,
maka (R : I)l = I
−1 = (R : l)r.
Selanjutnya, keterkaitan antara ideal terbalikan dengan v-ideal yang diberikan
pada lema berikut, dapat dibuktikan menggunakan Lema II.5.
 Lema II.6 Misalkan R gelanggang dengan unsur identitas dan I adalah ideal
di R. Jika I terbalikan, maka I adalah v-ideal.
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Bukti. Misalkan I terbalikan berarti (R : I)l = I
−1 = (R : l)r.Misalkan q ∈ I,
maka (R : I)lq = I
−1q ⊆ R. Hal ini berarti q ∈ Iv = (R : (R : I)l)r. Sehingga
I ⊆ Iv. Sebaliknya, misalkan q ∈ Iv, maka (R : I)lq = I−1q ⊆ R. Dari sini
diperoleh Rq ⊆ IR ⊆ I. Karena R memuat unsur satu berarti q ∈ I. Sehingga
Iv ⊆ I. Dengan demikian dapat dibuktikan bahwa Iv = I. Dengan langkah-
langkah yang serupa, dapat ditunjukkan bahwa vI = I. Sehingga diperoleh
Iv = I = vI atau I adalah v-ideal.
II.1.3 Beberapa gelanggang terkait erat dengan order
Pada pasal sebelumnya, dibahas beberapa ideal yang terdefinisi pada order.
Dalam pasal ini disajikan beberapa gelanggang yang terkait order. Beberapa
jenis gelanggang tersebut antara lain, gelanggang Goldie dan gelanggang Asano.
Gelanggang Goldie dapat dikenali dari dimensi seragamnya. Oleh karena itu,
pengertian dimensi seragam disajikan sebelum pembahasan gelanggang Goldie.
Definisi II.9 (McConnell dan Robson, 1987) 1. Suatu modul atas ge-
langgang R dikatakan berdimensi terhingga jika tidak memuat tambah
langsung dari takterhingga banyak submodul taknol.
2. Submodul E dari modul M atas gelanggang R disebut submodul esensial
dari M jika untuk setiap submodul A 6= 0 dari M , E ∩ A 6= 0.
3. Modul U atas gelanggang R dikatakan seragam jika U 6= 0 dan setiap
submodul taknolnya esensial.
4. Dimensi seragam dari modul berdimensi hingga M adalah bilangan
bulat taknegatif terbesar n yang memenuhi ⊕ni=1Ui esensial, dengan Ui
merupakan submodul seragam dari M . Dimensi seragam dari modul M
dinotasikan u.dim(M).
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Suatu gelanggang R disebut memiliki dimensi seragam terhingga jika R memi-
liki dimensi seragam terhingga sebagai modul atas R seperti yang didefinisikan
pada Definisi II.9(4). Lebih jauh, gelanggang R disebut gelanggang seragam
jika R adalah modul seragam sebagai R-modul.
Akibat Definisi II.9, dimensi seragam dari modul seragam dapat ditentukan.
Lema II.7 (McConnell dan Robson, 1987) u.dim(M) = 1 jika dan hanya
jika M modul seragam.
Setelah dimensi seragam, pengertian yang dibutuhkan selanjutnya untuk men-
definisikan gelanggang Goldie adalah kondisi rantai naik.
Definisi II.10 (McConnell dan Robson, 1987) Gelanggang R dikatakan me-
menuhi kondisi rantai naik pada ideal jika setiap rantai naik pada ideal
O = I1 ⊆ I2 ⊆ ... ⊆ Ik ⊆ ...
senantiasa terdapat bilangan asli n sehingga In = Ik untuk setiap bilangan asli
k ≥ n.
Gelanggang yang memenuhi kondisi rantai naik disebut gelanggang Noether.
Hal ini ditegaskan pada definisi berikut.
Definisi II.11 (McConnell dan Robson, 1987) Gelanggang R dikatakan ge-
langgang Noether jika memenuhi kondisi rantai naik pada ideal.
Salah satu karakteristik ideal dalam gelanggang Noether diberikan berikut.
Teorema II.8 (Hungerford, 1974) Misalkan R gelanggang. Maka pernya-
taan berikut ekivalen :
1. R suatu gelanggang Noether.
2. Setiap ideal dari R dibangun secara terhingga.
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Pengertian selanjutnya yang diperlukan dalam menguraikan gelanggang Goldie
adalah pengertian anihilator.
Definisi II.12 (McConnell dan Robson, 1987) Misalkan X adalah subhim-
punan dari gelanggang R. Himpunan
r.annX = {r ∈ R | Xr = 0}.
adalah ideal kanan dari R dan disebut ideal anihilator kanan atau anihi-
lator kanan. Anihilator kiri, l.ann(X) didefinisikan serupa.
Menggunakan rangkaian pengertian dimensi seragam, kondisi rantai naik, dan
anihilator, berikut didefinisikan gelanggang Goldie.
Definisi II.13 (McConnell dan Robson, 1987) Gelanggang R disebut ge-
langgang Goldie jika R berdimensi seragam terhingga dan R memenuhi kondisi
rantai naik pada anihilator kanan dan kirinya.
Salah satu contoh gelanggang Goldie adalah gelanggang Noether. Hal ini dapat
ditunjukkan sebagai berikut. Jika R berdimensi seragam takterhingga, maka
R memuat tambah langsung dari takterhingga ideal-ideal tak nol. Dari tam-
bah langsung ini dapat dibuat barisan naik ideal-ideal yang tidak stasioner
(berhenti). Jadi R tidak Noether.
Mencermati kembali proses pendefinisian gelanggang Goldie, ditemukan adanya
keterkaitan antara order maksimal, ideal terbalikan, dan ideal refleksif.
Teorema II.9 (McConnel dan Robson, 1987) Misalkan R adalah gelang-
gang Goldie. Kondisi-kondisi berikut ekuivalen:
1. R adalah order maksimal dan setiap idealnya merupakan ideal refleksif
2. Setiap ideal taknol dari R adalah ideal terbalikan.
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Memperhatikan Lema II.4, Lema II.6, dan Teorema II.9, disimpulkan bahwa
dalam gelanggang Goldie yang merupakan order maksimal, ideal I terbalikan
jika I adalah v-ideal. Adapun teorema berikut mengaitkan ideal prima refleksif
dengan ideal prima minimal.
Teorema II.10 (McConnel dan Robson, 1987) Misalkan R adalah gelang-
gang Goldie prima kanan yang merupakan order maksimal kanan dan misalkan
P adalah ideal prima taknol yang refleksif, maka P adalah ideal prima minimal.
Pengertian gelanggang Goldie dikombinasikan dengan pengertian gelanggang
prima membentuk jenis gelanggang baru, yaitu gelanggang Asano prima.
Definisi II.14 Gelanggang Goldie prima yang memenuhi kondisi pada Teo-
rema II.9 disebut gelanggang Asano prima atau Order Asano.
II.2 Daerah Dedekind
Seperti yang dikatakan sebelumnya, disertasi ini berada dalam kelompok pe-
nelitian struktur gelanggang polinom miring dengan berbagai macam gelang-
gang tumpuan. Pemilihan daerah Dedekind sebagai gelanggang tumpuan, men-
jadikan disertasi ini salah satu kontributor dalam teori gelanggang polinom
miring, mengingat daerah Dedekind sudah mencakup beberapa jenis gelang-
gang tumpuan yang telah digunakan oleh sejumlah peneliti sebelumnya. Sebut
saja misalnya Irving (1979), Goodearl (1992), dan Godearl dan Letzter (1994)
menggunakan gelanggang Noether sebagai gelanggang tumpuan. McConnel dan
Robson (1987) menuliskan beberapa hasil penelitian tentang gelanggang poli-
nom miring menggunakan gelanggang prima, gelanggang Noether, dan daerah
integral (domain) sebagai gelanggang tumpuan. Pada kesempatan lain, Cortes
dan Ferrero (2004) juga menggunakan gelanggang prima sebagai gelanggang
tumpuan.
Salah satu tujuan pembahasan dalam disertasi ini adalah menguraikan syarat
perlu dan cukup ideal P agar gelanggang faktor yang dibentuk oleh ideal P
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merupakan gelanggang Dedekind prima. Oleh karena itu, untuk medukung us-
aha pencapaian tujuan, gelanggang prima disajikan sebagai salah satu topik ba-
hasan. Selain dari itu, untuk memberikan gambaran keterkaitan antara daerah
Dedekind dengan jenis gelanggang tumpuan yang digunakan oleh penelitian-
penelitian terdahulu dan untuk keperluan arah pengembangan penelitian di-
masa datang, dipaparkan pengertian beberapa gelanggang yang terkait erat
dengan daerah Dedekind.
Suatu gelanggang disebut gelanggang prima, jika himpunan nol 0 merupakan
ideal prima. Pengertian ideal dan gelanggang prima diberikan lengkap pada
definisi berikut.
Definisi II.15 (Goodearl dan Warfield, 1989) Ideal prima dalam gelang-
gang R adalah ideal sejati P dari R sedemikian sehingga, jika I dan J adalah
ideal-ideal dari R dengan IJ ⊆ P , maka I ⊆ P atau J ⊆ P . Selanjutnya,
gelanggang prima adalah gelanggang dengan sifat ideal nol 0 merupakan ideal
prima.
Dari definisi di atas dapat dikatakan bahwa suatu gelanggang R merupakan ge-
langgang prima, jika untuk setiap ideal-ideal taknolnya, sebut I dan J , berlaku
IJ 6= 0. Dengan demikian, dapat dipahami bahwa gelanggang sederhana, yaitu
gelanggang yang hanya mempunyai dua ideal, merupakan gelanggang prima.
Keterkaitan antara ideal prima, gelanggang prima dan gelanggang faktor prima
diberikan berikut.
Teorema II.11 (Goodearl dan Warfield, 1989) Untuk ideal sejati P dari
gelanggang R, kondisi-kondisi berikut ekuivalen:
1. P adalah ideal prima.
2. R/P adalah gelanggang prima.
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3. Jika I dan J adalah ideal-ideal kanan dari R sedemikian sehingga IJ ⊆ P ,
maka I ⊆ P atau J ⊆ P .
4. Jika I dan J adalah ideal-ideal kiri dari R sedemikian sehingga IJ ⊆ P ,
maka I ⊆ P atau J ⊆ P .
5. Jika x, y ∈ R dengan xRy ⊆ P , maka x ∈ P atau y ∈ P
Selain ideal, karakteristik gelanggang dapat juga ditentukan melalui modulnya.
Pengertian gelanggang berikut diturunkan dari pengertian modul projektif.
Definisi II.16 (Passman, 1991) Misalkan R adalah gelanggang dan A dan
B adalah R-modul. Barisan
A
f−→ B g−→ C
disebut barisan eksak, jika Im(f) = Ker(g).
Menggunakan Definisi II.16 di atas, diformulasikan definisi modul projektif.
Definisi II.17 (Passman, 1991) Suatu R-modul P disebut projektif jika un-
tuk setiap barisan eksak A




f−→ B −→ 0
terdapat homomorfisma h : P −→ A sehingga fh = g.
Gelanggang yang semua idealnya merupakan modul projektif disebut gelang-
gang herediter, seperti yang dinyatakan dalam definisi berikut.
Definisi II.18 (Passman, 1991) Gelanggang R adalah gelanggang heredi-
ter jika semua ideal di R merupakan R-modul projektif.
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Untuk mengetahui apakah suatu gelanggang merupakan gelanggang herediter
atau bukan, dapat diamati melalui ideal terbalikannya. Hal ini ditunjukkan
oleh teorema berikut.
Teorema II.12 (Passman, 1991) R adalah gelanggang herediter jika dan ha-
nya jika semua ideal taknolnya merupakan ideal terbalikan.
Pembahasan selanjutnya adalah daerah Dedekind dan gelanggang Dedekind
prima. Pembahasan ini didahului oleh beberapa pengertian dan notasi. Misal-
kan R dan S gelanggang dengan R subgelanggang dari S. Unsur s di S dikatakan
integral atas R jika terdapat polinom monik f(x) di R[x] sehingga f(s) = 0.
Pengertian integral di atas diperluas untuk setiap unsur s di S. Gelanggang R
dikatakan tertutup secara integral di S jika untuk setiap unsur s di S yang
integral atas R berlaku s di R.
Contoh 2 (Helmi, 2009) Gelanggang bilangan bulat Z tertutup secara inte-
gral pada gelanggang bilangan rasional Q.
Bukti. Misalkan s
t




i di Z[x] sedemikian sehingga f( s
t
) = 0. Dari sini diperoleh


































Sehingga t|sn akibatnya t|s. Karena (s, t) = 1, jadi t adalah unit. Akibatnya
s
t
∈ Z, Jadi Z tertutup secara integral di Q.
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Menggunakan pengertian tertutup secara integral, daerah Dedekind didefinisi-
kan sebagai berikut.
Definisi II.19 (Passman, 1991) Daerah integral D dengan gelanggang hasil
bagi Q dikatakan suatu daerah Dedekind jika memenuhi:
1. D merupakan gelanggang Noether.
2. D tertutup secara integral di Q.
3. Setiap ideal prima tak nol dari D adalah ideal maksimal.
Contoh 3 Daerah integral Z dengan lapangan hasil bagi Q adalah daerah Dede-
kind. Contoh lain daerah Dedekind adalah daerah ideal utama.
McConnel dan Robson (1987) menuliskan bahwa daerah Noether merupakan
order maksimal jika dan hanya jika daerah tersebut tertutup secara integral.
Selain itu, mereka juga menuliskan bahwa gelanggang Goldie kanan sederhana
merupakan order maksimal. Dengan demikian, daerah Dedekind merupakan or-
der maksimal, karena daerah Dedekind adalah gelanggang Noether dan Noether
adalah gelanggang Goldie.
Beberapa karakteristik dari daerah Dedekind yang terkait dengan ideal-idealnya
disajikan pada teorema berikut.
Teorema II.13 (Hungerford, 1974) Kondisi berikut ini dalam daerah inte-
gral D saling ekuivalen.
1. D daerah Dedekind
2. Setiap ideal sejati di D merupakan perkalian tunggal dari terhingga banyak
ideal-idel prima.
3. Setiap ideal taknol di D terbalikan.
4. Setiap ideal fraksional dari D terbalikan.
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5. Himpunan ideal fraksional dari D membentuk grup terhadap perkalian.
6. Setiap ideal di D merupakan ideal projektif
Menurut Teorema II.13, setiap ideal sejati di D merupakan perkalian tunggal
dari terhingga banyak ideal-ideal prima. Berdasarkan pernyataan ini, diperoleh
jenis keterkaitan antara satu ideal prima dengan ideal prima yang lain, seperti
yang dinyatakan dalam lema berikut.
Lema II.14 (Osserman, 2008) Misalkan P, P1, P2, . . . , Pn adalah ideal-ideal
prima dalam suatu daerah Dedekind. Jika P ⊇ P1P2 . . . Pn, maka P = Pi untuk
suatu i.
Salah satu keistimewaan ideal dalam daerah Dedekind yaitu, ideal dapat diba-
ngun oleh dua unsur.
Lema II.15 (Milne, 2008) Misalkan I adalah ideal dalam daerah Dedekind
dan misalkan a adalah unsur taknol dalam I, maka terdapat suatu b ∈ I
sedemikian sehigga I = 〈a, b〉.
Selain dari daerah Dedekind, dikenal juga gelanggang Dedekind prima. Penger-
tian dari gelanggang Dedekind prima diberikan pada teorema dan contoh berikut.
Teorema II.16 (McConnell dan Robson, 1987) Kondisi-kondisi berikut
dalam gelanggang R ekivalen:
1. R adalah gelanggang herediter Noether prima dan order maksimal.
2. R adalah order Asano herediter Noether.
Definisi II.20 (McConnell dan Robson, 1987) Gelanggang yang memenuhi
kondisi pada teorema di atas disebut gelanggang Dedekind prima.
Berikut diberikan keterkaitan antara gelanggang Dedekind prima dan gelang-
gang herediter Noether prima. Pengertian ideal idempoten pada teorema di
bawah ini adalah ideal yang apabila dikalikan dengan dirinya sendiri akan meng-
hasilkan dirinya sendiri.
25
Teorema II.17 (McConnel dan Robson, 1987) Suatu gelanggang heredi-
ter Noether prima R adalah gelanggang Dedekind prima jika dan hanya jika R
tidak mempunyai ideal idempoten selain dari 0 dan R.
II.3 Gelanggang Polinom Miring
Gelanggang polinommiring adalah gelanggang yang terdiri dari polinom-polinom
atas suatu gelanggang R dalam peubah x dengan perkalian antara polinom-
polinom tidak komutatif. Gelanggang R yang digunakan ini biasanya disebut
gelanggang tumpuan dari gelanggang polinom miring. Setiap polinom dapat
diekspresikan dalam bentuk tunggal sebagai
∑n
i=1 aix
i dengan ai ∈ R. Jika
ketidakkomutatifan perkalian dan ketunggalan bentuk ekspresi diaplikasikan ke
polinom xa, maka polinom xa akan merupakan polinom berderajat satu dalam
bentuk σ(a)x + δ(a). Untuk mendapatkan bentuk perkalian yang terdefinisi
dengan baik, σ dan δ haruslah merupakan endomorfisma terhadap grup pen-
jumlahan R. Lebih lanjut,
x(ab) = σ(ab)x+ δ(ab) dan (xa)b = σ(a)σ(b)x+ σ(a)δ(b) + δ(a)b.
Dengan demikian, σ(ab) = σ(a)σ(b) atau σ adalah endomorfisma gelanggang
di R dan δ memenuhi δ(ab) = σ(a)δ(b) + δ(a)b yang merupakan definisi dari
σ-derivatif.
Gelanggang tumpuan yang digunakan dalam penelitian ini adalah daerah Dede-
kind yang dilambangkan dengan D. Oleh karena itu, dalam pembahasan ge-
langgang polinom miring selanjutnya digunakan simbol D untuk gelanggang
tumpuan.
Definisi II.21 Misalkan (D,+, .) adalah suatu gelanggang dan σ adalah suatu
endomorfisma gelanggang dari gelanggang (D,+, .). Suatu pemetaan δ dari
gelanggang (D,+, .) ke (D,+, .) adalah suatu σ-derivatif jika:
(i). δ adalah suatu endomorfisma grup pada grup penjumlahan (D,+).
(ii). δ(ab) = σ(a) δ(b) + δ(a)b untuk setiap a, b ∈ D.
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Lebih lanjut, δ disebut inner σ-derivatif, jika terdapat a ∈ D sehingga δ = δa
dengan δa adalah σ-derivatif yang memenuhi δa(b) = ab − σ(b)a untuk semua
b ∈ D.
Sifat inner dari δ akan sangat berpengaruh pada struktur gelanggang polinom
miring. Berikut diberikan syarat cukup agar δ bersifat inner.
Teorema II.18 (Xie dkk., 2004) Misalkan δ adalah suatu σ-derivatif dari
gelanggang D seperti yang didefinisikan Definisi II.21. Pemetaan δ memenuhi
sifat inner jika D adalah lapangan
Menggunakan pengertian σ dan δ yang diberikan di atas didefinisikan gelang-
gang polinom miring.
Definisi II.22 (McConnel dan Robson, 1987) Misalkan D adalah suatu ge-
langgang dengan identitas 1, σ adalah suatu endomorfisma dari D, dan δ adalah
suatu σ-derivatif.
Gelanggang polinom miring atas D dengan variabel x adalah gelanggang:
D[x;σ, δ] = { f(x) = anxn + · · · + a0 | ai ∈ D }
dengan xa = σ(a)x + δ(a), ∀a ∈ D.






i, untuk suatu r ∈ Z+ = {0, 1, · · · }, ai ∈ D, i = 1, · · · , r.
Untuk δ = 0 gelanggang polinom miring D[x;σ, δ] cukup ditulis D[x;σ]. Jika
σ merupakan suatu automorfisma dan δ = 0, gelanggang seperti ini disebut ge-
langgang polinom miring tipe automorfisma. Sedangkan untuk σ = 1 (σ adalah
pemetaan identitas) gelanggang polinom miring cukup ditulis D[x; δ] dan biasa
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disebut gelanggang polinom miring tipe derivatif. Untuk, σ = 1 dan δ = 0,
gelanggang ini merupakan gelanggang polinom biasa.
Untuk mempermudah memahami pengertian gelanggang polinom yang diberikan
pada definisi di atas, berikut disajikan contoh.
Contoh 4 Misalkan D = Z + Z
√−5. Automorfisma σ pada R didefinisikan
sebagai σ(a + b
√−5) = a − b√−5, untuk setiap a + b√−5 ∈ D. Pemetaan δ
didefinisikan sebagai δ(a+b
√−5) = b, untuk setiap a+b√−5 ∈ D. Pemetaan δ
yang didefinisikan seperti ini memenuhi syarat σ-derivatif. Dengan demikian,
D[x;σ, δ] merupakan suatu gelanggang polinom miring.
Sifat ketidakkomutatifan gelanggang polinom miring ditunjukkan oleh hasil





(4− 2√−5)x] [(3 + 5√−5)x]
= (4− 2√−5) [x(3 + 5√−5)]x
= (4− 2√−5) [σ(3 + 5√−5)x+ δ(3 + 5√−5)]x
= (4− 2√−5)(3− 5√−5)x2 + (4− 2√−5)5x





= (3 + 5
√−5) [x(4− 2√−5)]x
= (3 + 5
√−5) [σ(4− 2√−5)x+ δ(4− 2√−5)]x
= (3 + 5
√−5)(4 + 2√−5)x2 + (3 + 5√−5)(−2)x
= (−38 + 26√−5)x2 + (−6− 10√−5)x
Untuk menganalisis hubungan antara ideal-ideal di D dan ideal-ideal prima
di gelanggang polinom miring R = D[x;σ, δ], diperkenalkan konsep-konsep σ-
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ideal, δ-ideal, (σ, δ)-ideal, σ-ideal prima, δ-ideal prima, dan (σ, δ)-ideal prima
di D.
Definisi II.23 (Goodearl, 1992) Misalkan Σ adalah suatu himpunan peme-
taan-pemetaan dari gelanggang D ke dirinya sendiri. Suatu ideal I dari D
dikatakan Σ-ideal jika ϕ(I) ⊆ I untuk setiap pemetaan ϕ ∈ Σ. Suatu Σ-ideal
sejati I sehingga ketika J,K adalah Σ-ideal yang memenuhi JK ⊆ I, maka
J ⊆ I atau K ⊆ I disebut Σ-ideal prima.
Dalam konteks gelanggang D bersama pasangan endomorfisma dan derivatif
(σ, δ), definisi di atas digunakan untuk kasus-kasus Σ = {σ},Σ = {δ} atau
Σ = {σ, δ}. Selanjutnya, penulisan bentuk Σ disederhanakan menjadi σ, δ, atau
(σ, δ).
Dari definisi di atas dapat disimpulkan bahwa, jika I adalah suatu ideal prima
dan σ−ideal, maka I akan merupakan suatu σ-ideal prima.







√−5 | a, b ∈ (i− 1) + nZ}, dengan n =2,3, merupakan σ-








√−5|a, b ∈ nZ}, dengan n adalah bilangan prima lebih
besar atau sama dengan tujuh, merupakan (σ, δ)-ideal prima.
Bukti.
1. Dengan memperhatikan kembali definisi dari σ dan δ pada Contoh 4 dapat
dilihat bahwa σ (In) ⊂ In dan δ (In) 6⊂ In. Hal ini terlihat dari, 1 +
3
√−5 ∈ I2 tetapi δ
(
1 + 3










√−5 | a, b ∈ (i− 1) + nZ} ,
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dengan n =2,3, merupakan σ-ideal tetapi bukan δ-ideal.
2. Karena 5 + 2
√−5 ∈ J tetapi δ (5 + 2√−5) = 2 /∈ J , maka J bukan
merupakan δ-ideal.
3. Dengan mudah dapat dilihat bahwa σ (Kn) ⊆ Kn dan δ (Kn) ⊆ Kn. De-
ngan demikianKn merupakan (σ, δ)−ideal dan oleh karena itu merupakan
(σ, δ)−prima karena Kn adalah ideal prima.
Beberapa teori dasar hasil peneliti terdahulu tentang polinom miring yang akan
banyak digunakan dalam pembahasan selanjutnya, dipaparkan sebagai berikut.
Untuk σ = 1 beberapa hal tentang ideal prima sudah diperoleh.
Teorema II.19 (Goodearl dan Warfield, 1989) Misalkan R gelanggang
Noether komutatif yang aljabar atas Q, δ pemetaan derivatif pada R, dan S =
R[x; δ] gelanggang polinom miring tipe derivatif.
1. Jika P ideal prima di S, maka P ∩R δ-ideal prima di R.
2. Jika T δ-ideal prima di R, maka TS ideal prima di S sedemikian sehingga
TS ∩ R = T . Selanjutnya, jika P ideal prima di S sedemikian sehingga
P ∩ R = T , maka P = TS atau δ(R) ⊆ T . Lebih jauh, Jika δ(R) ⊆ T
maka S/TS dan S/P adalah gelanggang komutatif.
3. Semua gelanggang faktor prima dari S adalah daerah integral.
Keterkaitan antara ideal prima dengan σ-ideal prima diberikan pada lema-lema
berikut.
Lema II.20 (Goodearl, 1992) Misalkan σ adalah automorfisma pada gelang-
gang R dan I adalah σ-ideal di R. Jika R adalah gelanggang Noether, maka
σ(I) = I.
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Lema II.21 (Goodearl, 1992) Misalkan σ adalah automorfisma pada gelang-
gang Noether R dan I adalah σ-ideal di R. Maka I adalah σ-ideal prima jika
dan hanya jika terdapat ideal prima P yang memuat I dan bilangan bulat positif
n sedemikian sehingga σn+1(P ) = P dan I = P ∩ σ(P ) ∩ . . . ∩ σn(P ).
McConnel dan Robson (1987) juga mengemukakan keterkaitan antara struktur
gelanggang tumpuan dengan struktur gelanggang polinom miringnya. Beberapa
hasil penemuan yang dimaksud disajikan dalam teorema berikut.
Teorema II.22 1. Jika σ injektif dan R adalah gelanggang dengan unsur
identitas yang tidak memuat unsur pembagi nol, maka R[x;σ, δ] adalah
gelanggang dengan unsur identitas yang tidak memuat unsur pembagi nol.
2. Jika σ injektif dan R adalah gelanggang pembagian, maka R[x;σ, δ] adalah
daerah ideal utama.
3. Jika σ automorfisma dan R adalah gelanggang prima, maka R[x;σ, δ] ada-
lah gelanggang prima.
4. Jika σ automorfisma dan R adalah gelanggang Noether kanan (kiri), maka
R[x;σ, δ] adalah gelanggang Noether kanan (kiri).
Pada kesempatan lain Cohn(2006) memberikan kondisi untuk gelanggang tum-
puan agar gelanggang polinom miring merupakan daerah ideal utama.
Teorema II.23 (Cohn, 2006) Misalkan L adalah lapangan, σ automorfisma
pada L, dan δ suatu σ-derivatif, maka gelanggang polinom miring L[x;σ, δ]
adalah daerah ideal utama.
Keterkaitan antara ideal prima gelanggang polinom miring dengan irisan ideal
prima tersebut dengan gelanggang tumpuannya, diberikan berikut.
Teorema II.24 (Goodearl, 1992) Misalkan R = D[x;σ, δ] dengan D adalah
gelanggang Noether dan σ adalah automorfisma.
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1. Jika P adalah ideal prima di R dan p = P ∩D, maka paling sedikit satu
dari dua kemungkinan berikut bernilai benar.
(a) p adalah suatu (σ, δ)-ideal prima di D.
(b) p adalah suatu ideal prima dari D dan σ(p) 6= p.
2. Jika p adalah sebarang ideal dari D yang memenuhi (a) atau (b) pada
bagian (1) di atas, maka p = P ∩ D untuk suatu ideal prima P dari
R. Lebih khusus lagi, dalam kasus (a), pR adalah ideal prima dari R.
Sedangkan pada kasus (b), terdapat secara tunggal ideal prima P dari R
sedemikian sehingga P ∩D = p, dan R/P adalah daerah integral.
Dari uraian gelanggang polinom miring di atas, terlihat bahwa σ dan δ berpen-
garuh pada struktur gelanggang tersebut. Namun demikian, untuk kondisi
tertentu, δ tidak mempengaruhi struktur gelanggang polinom miring. Hal ini
ditegaskan lema berikut.
Lema II.25 (Goodearl, 1992) Misalkan D gelanggang dan R = D[x;σ, δ].
Misalkan δ inner σ-derivatif pada D dengan δ = δa untuk suatu a ∈ D,
maka pemetaan identitas pada D dapat dikembangkan menjadi isomorfisma dari
D[y, σ] pada R dengan memetakan y ke (x− a).
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Bab III Ideal Prima Gelanggang Polinom
Miring
Struktur gelanggang dapat dikaji dari bentuk ideal-ideal dan gelanggang fak-
tornya. Dalam gelanggang polinom miring, ideal prima menjadi bahan peneli-
tian yang sangat menarik sampai saat ini. Hal ini ditunjukkan oleh beberapa
hasil kajian terbaru yang diterbitkan sejumlah peneliti. Misalnya Bhat (2008)
meneliti keterkaitan antara ideal prima asosiasi, yaitu ideal prima yang meru-
pakan anihilator dari salah satu unsur taknol di gelanggang yang bersangkutan,
di gelanggang polinom miring dan hubungannya dengan ideal prima asosiasi di
gelanggang tumpuannya. Lebih lanjut, Bhat (2010) meneliti keterkaitan antara
ideal prima lengkap gelanggang polinom miring dengan ideal prima lengkap
gelanggang tumpuannya. Selain itu, Nasr-Isfahani dan Moussavi (2010) mem-
berikan syarat perlu dan cukup ideal-ideal prima dari gelanggang polinom mir-
ing untuk menjadi ideal Goldie.
Pada bab ini, pembahasan utama adalah ideal prima di gelanggang polinom
miring. Ada dua alasan yang menjadikan ideal prima sebagai kajian utama.
Alasan pertama adalah ideal prima menjadi karakteristik utama suatu gelang-
gang prima. Misalnya pada daerah Dedekind, gelanggang tumpuan yang digu-
nakan dalam disertasi ini, mempunyai karakteristik bahwa ideal prima selalu
merupakan ideal maksimal dan setiap ideal merupakan perkalian dari ideal-
ideal prima. Alasan kedua adalah ideal prima yang diperoleh akan digunakan
membentuk gelanggang faktor pada Bab IV.
Ada beberapa cara atau metode yang dapat digunakan dalam mengkaji karak-
teristik ideal prima dari gelanggang polinom miring. Metode yang digunakan
disini adalah metode yang memanfaatkan sifat dari gelanggang polinom mir-
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ing, khususnya sifat order maksimal. Oleh karena itu, pembuktian bahwa ge-
langgang polinom miring dengan gelanggang tumpuan daerah Dedekind adalah
suatu order maksimal ditempatkan di awal, sebelum pembahasan ideal prima.
III.1 Gelanggang Polinom Miring adalah Order Maksi-
mal
Pengantar teori order yang diberikan pada Bab II memaparkan bahwa order
didefinisikan pada gelanggang hasil bagi. Sementara itu, tidak semua gelang-
gang mempunyai gelanggang hasil bagi. Namun demikian, untuk gelanggang
polinom miring dengan gelanggang tumpuan daerah Dedekind, McConnel dan
Robson (1987) menuangkan serangkaian teori yang, apabila dirangkai menjadi
satu, cukup untuk menjamin keberadaan gelanggang hasil bagi dari gelanggang
polinom miring tersebut. Teori yang dimaksud dipaparkan pada Lema II.1.
Pada subbab ini dibuktikan bahwa gelanggang polinom ini merupakan order
maksimal. Chamarie (1981) telah membuktikan bahwa gelanggang polinom
miring merupakan order maksimal. Namun demikian, penelaahan lebih lanjut
mendapati bahwa gelanggang polinom miring yang diteliti tidak menggunakan
δ (δ ditetapkan sama dengan nol). Dalam subbab ini akan dibuktikan bahwa
gelanggang polinom miring adalah order maksimal untuk δ sebarang. Hal ini
berarti, disertasi ini melakukan langkah untuk memperluas hasil yang telah
diperoleh Chamarie (1981) dalam hal order maksimal. Untuk lebih jelasnya,
hasil Chamarie disajikan berikut.
Teorema III.1 Misalkan D order maksimal dan σ adalah automorfisma pada
D, maka R = D[x;σ] merupakan order maksimal.
Sistematika pembuktian gelanggang polinom miring sebagai order maksimal
disusun dalam beberapa tahap yang ditulis dalam bentuk lema dan teorema de-
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ngan menggunakan beberapa notasi. Mulai dari sini, D adalah daerah Dedekind
dengan lapangan hasil bagi K. Gelanggang R = D[x;σ, δ] merupakan gelang-
gang polinom miring dengan σ automorfisma pada D dan δ suatu σ−derivatif
pada D. Berdasarkan Teorema II.22 dan Lema II.1, gelanggang R mempunyai
gelanggang hasil bagi, dalam hal ini dinotasikan dengan Q. Jadi R adalah order
dari Q yang berarti untuk setiap q ∈ Q, q = a(x)b(x)−1 atau q = c(x)−1d(x)
untuk suatu a(x), b(x), c(x), d(x) ∈ R.
 Lema III.2 (Amir dkk., 2011(a)) Misalkan a(x), b(x) ∈ R yang meme-
nuhi a(x)b(x)−1 ∈ Q dan I adalah ideal dari R. Maka
Ia(x)b(x)−1 ⊆ I jika dan hanya jika Ia(x) ⊆ Ib(x).
Bukti.
(⇒)
Misalkan c(x)a(x) ∈ Ia(x) dengan c(x) ∈ I. Maka
c(x)a(x)b(x)−1 ∈ Ia(x)b(x)−1 ⊆ I.
c(x)a(x) = [c(x)a(x)b(x)−1]b(x) ∈ Ib(x).
(⇐)
Misalkan c(x)a(x)b(x)−1 ∈ Ia(x)b(x)−1 dengan c(x) ∈ I. Maka c(x)a(x) ∈
Ia(x) ⊆ Ib(x). Dengan demikian c(x)a(x) = k(x)b(x) untuk suatu k(x) ∈ I.
Jadi
c(x)a(x)b(x)−1 = k(x) ∈ I.
 Lema III.3 (Amir dkk., 2011(a)) Misalkan a(x), b(x) ∈ R dan I adalah
ideal di R. Jika Ia(x) ⊆ Ib(x), maka der(a(x)) ≥ der(b(x)).
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Bukti. Misalkan n = min { der(f(x)) | f(x) ∈ I, f(x) 6= 0}, maka
n+ der(a(x)) = min{der(f(x)) | f(x) ∈ Ia(x)}, dan
n+ der(b(x)) = min{der(f(x)) | f(x) ∈ Ib(x)}.
Dengan demikian, karena Ia(x) ⊆ Ib(x), maka n + der(a(x)) ≥ n + der(b(x)).
Jadi diperoleh der(a(x)) ≥ der(b(x)).
 Lema III.4 (Amir dkk., 2011(a)) Misalkan I adalah ideal dari R dan
T = {d ∈ D | d adalah koefisien pemuka suatu f(x) ∈ I dengan f(x) 6= 0} ∪
{0}, maka T σ-ideal dari D dengan σ(T ) = T.
Bukti. Misalkan v, w ∈ T , berarti terdapat polinom-polinom vxt1 + · · · dan
wxt2 + · · · dalam I. Selanjuntnya misalkan t = maks{t1, t2}. Jika t = t1, maka
dapat dipilihm2 sehingga t = t2+m2 dan wx
t+· · · = (wxt2+· · · )xm2 ∈ I karena
I adalah ideal. Jika t = t2, maka dapat dipilih m1 sehingga t = t1 + m1 dan
vxt+· · · = (vxt1+· · · )xm1 ∈ I karena I adalah ideal. Hal ini berarti vxt+· · · dan
wxt + · · · dalam I dengan t = maks{t1, t2}. Sehingga (v+w)xt + · · · ∈ I. Jadi
v+w ∈ T . Pada sisi lain, untuk setiap h ∈ D, (hv)xt1+ · · · = h(vxt1+ · · · ) ∈ I.
Jadi hv ∈ T . Selanjutnya, jika vxt1 + · · · dalam I, maka σ(v)xt1+1 + · · · =
x[vxt1 + · · · ] dalam I. Jadi σ(v) ∈ T . Dengan demikian disimpulkan σ(T ) ⊆ T .
Karena σ merupakan suatu automorfisma, maka dari relasi terakhir ini dapat
dibuat barisan rantai naik
T ⊆ σ−1(T ) ⊆ σ−2(T ) ⊆ σ−3(T ) ⊆ · · · .
Karena barisan ini merupakan barisan rantai naik dari ideal-ideal di daerah
Dedekind D, maka barisan ini stabil. Artinya, terdapat bilangan asli n sedemi-
kian sehingga σ−n(T ) = σ−(n+1)(T ). Dari persamaan terakhir ini diperoleh
σ(T ) = T .
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Himpunan T yang didefinisikan pada lema di atas adalah suatu ideal dalam
daerah Dedekind D. Oleh karena itu, berdasarkan Lema II.15, ideal T dapat
dibangun oleh dua unsur, misalkan s1 dan s2. Karena s1, s2 ∈ T maka terdapat
dua polinom p1(x), p2(x) ∈ I dengan der(p1(x)) = der(p2(x)) = t sedemikian
sehingga s1 dan s2 merupakan koefisien pemuka dari p1(x) dan p2(x), secara
berurutan. Selanjutnya dibentuk himpunan S = {d ∈ D | d adalah koe-
fisien pemuka dari suatu polinom yang berbentuk d1p1(x) + d2p2(x) dengan
d1s1+d2s2 6= 0 untuk suatu d1, d2 ∈ D}
⋃{0}. Selanjutnya ditunjukkan bahwa
T = S. Karena p1(x), p2(x) ∈ I dan anggota S adalah koefisien pemuka dari
polinom berbentuk d1p1(x) + d2p2(x) ∈ I, maka jelas S ⊆ T . Pada sisi lain,
T adalah ideal dalam daerah Dedekind D jadi T bisa dibangun oleh dua unsur
dalam hal ini dimisalkan s1 dan s2 . Jadi, jika d ∈ T , maka d = d1s1 + d2s2
untuk suatu d1, d2 ∈ D. Dengan demikian dapat disimpulkan bahwa d ∈ S
karena s1 dan s2 adalah koefisien awal dari polinom p1(x) dan p2(x).
Selanjutnya, S dan t yang dimaksud pada paragraf di atas digunakan untuk
membuktikan lema berikut.
 Lema III.5 (Amir dkk., 2011(a)) Misalkan I adalah ideal di R dan a(x),
b(x) ∈ R dengan a(x) = amxm + · · · + a0 dan b(x) = blxl + · · · + b0. . Jika
Ia(x) ⊆ Ib(x), maka am = cσm−l(bl) untuk suatu c ∈ D.
Bukti. Bilangan t dan himpunan S yang digunakan dalam pembuktian ini
adalah bilangan t dan himpunan S yang didefinisikan sebelum lema ini. Adapun
proses pembuktian dibagi dalam dua tahap. Pada tahap I akan di tunjukkan
bahwa Sam ⊆ Sσm−l(bl). Sedangkan pada tahap II akan ditunjukkan bahwa
am = cσ
m−l(bl) untuk suatu c ∈ D.
Bukti Tahap I.
Ambil v ∈ S, maka dapat dipilih w ∈ S sedemikian sehingga σ−t(w) = v.
Pemilihan w dapat dilakukan karena σ adalah automorfisma dan σ(S) = S.
Karena w ∈ S maka terdapat polinom wxt + · · · ∈ I. Dengan menggunakan
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hubungan, Ia(x) ⊆ Ib(x), diperoleh
[wxt + · · · ]a(x) = wσt(am)xt+m + · · · ∈ Ia(x) ⊆ Ib(x).
Sehingga,
wσt(am)x
t+m + · · · = [qxt+m−l + · · · ]b(x) = qσt+m−l(bl)xt+m + · · · .







Karena σ−t(q) ∈ S, hal ini berarti
Sam ⊆ Sσm−l(bl).
Bukti Tahap II.
Karena S adalah suatu ideal dalam daerah Dedekind D yang merupakan suatu








Hal ini mengakibatkan, am = cσ
m−l(bl) untuk suatu c ∈ D.





] ⊆ I mengakibatkan a(x)b(x)−1 ∈ R.
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Bukti. Misalkan a(x) = amx
m + · · · + a0 dan b(x) = blxl + · · · + b0. Selanjut-
nya proses pembuktian dilakukan dengan induksi pada m− l. Sebagai langkah
pertama, dimisalkan m− l = 0.
Dari Lema III.5 diketahui, am = cσ
m−l(bl) untuk suatu c ∈ D. Koefisien terde-
pan (pemuka) polinom a(x) dan (cx(m−l))b(x) sudah sama, sedangkan koefisien
berikutnya belum tentu. Oleh karena itu, dipilih p(x) agar semua koefisien a(x)
sama dengan semua koefisien (cx(m−l))b(x)+p(x). Hal ini bisa dilakukan karena
koefisien-koefisien ini berada dalam daerah Dedekind. Lebih lengkapnya, da-




b(x) + p(x) dengan











] ⊆ I, maka I[cxm−l + p(x)b(x)−1] ⊆ I. Oleh karena itu,
Ip(x)b(x)−1 ⊆ I. Selanjutnya, karena der(p(x)) < l, maka dengan menggunakan
Lemma III.2 dan Lemma III.3, dapat disimpulkan bahwa p(x) = 0. Dengan
demikian,





] ⊆ I mengakibatkan a(x)b(x)−1 ∈ R,
bernilai benar untuk 0 ≤ m − l ≤ k. Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa
pernyataan tersebut bernilai benar untuk m− l = k + 1.
Dengan cara yang sama dengan kasusm−l = 0, diperoleh, a(x) = (cxm−l)b(x)+











] ⊆ I, maka I[cxm−l + p(x)b(x)−1] ⊆ I. Oleh karena itu,
Ip(x)b(x)−1 ⊆ I. Karena der(p(x)) < m, maka der(p(x)) − l ≤ k. Sehingga,
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dengan menggunakan hipotesis induksi, disimpulkan bahwa p(x)b(x)−1 ∈ R.
Akhirnya diperoleh,
a(x)b(x)−1 = cxm−l + p(x)b(x)−1 ∈ R.
 Lema III.7 (Amir dkk., 2011(a)) Misalkan I adalah ideal dalam R dan
a(x), b(x) ∈ R, maka
a(x)b(x)−1I ⊆ I mengakibatkan a(x)b(x)−1 ∈ R.
Bukti. Karena Q merupakan gelanggang hasil bagi dari gelanggang polinom
miring R = D[x;σ, δ], dengan D adalah daerah Dedekind, maka menurut [Jate-
gaonkar, 1986, hal 6], Q adalah lapangan hasil bagi dua sisi dari R. Oleh karena
itu, untuk setiap q(x) ∈ Q dapat dituliskan dalam bentuk q(x) = b(x)−1a(x)
untuk suatu a(x), b(x) ∈ R. Dengan demikian, untuk membuktikan lema ini,
cukup dibuktikan hal berikut.
Jika b(x)−1a(x)I ⊆ I maka b(x)−1a(x) ∈ R.
Menggunakan teknik dan alur pembuktian yang sama dengan Lema III.6, kali-
mat implikasi di atas dengan mudah dibuktikan.
Mencermati rangkaian lema di atas, dapat diperoleh teorema berikut.
Teorema III.8 (Amir dkk., 2011(a))
Misalkan R = D[x;σ, δ] adalah gelanggang polinom miring dengan D adalah
daerah Dedekind, maka R = D[x;σ, δ] merupakan order maksimal.
Bukti. Dengan mengunakan Lema III.6 dan Lema III.7, secara berturut-turut
diperoleh Or(I) = R dan Ol(I) = R. Sehingga berdasarkan Teorema II.2,
40
R = D[x;σ, δ] merupakan order maksimal.
Teorema III.8 menunjukkan bahwa gelanggang polinom miring R = D[x;σ, δ]
merupakan order maksimal. Kondisi ini akan digunakan dalam proses pembuk-
tian karakteristik ideal prima minimal di gelanggang polinom miring tersebut
pada subbab berikutnya.
III.2 Ideal Prima Gelanggang Polinom Miring
Tujuan utama dalam subbab ini adalah menemukan karakterisasi ideal prima
gelanggang polinom miring atas daerah Dedekind. Selanjutnya, ideal prima ini
digunakan membentuk gelanggang faktor pada pembahasan berikutnya.
Ideal-ideal prima dari suatu gelanggang dapat dikelompokkan menjadi dua
bagian, yaitu ideal prima minimal dan ideal prima yang tidak minimal. Untuk
ideal prima P yang tidak minimal di gelanggang R, McConnell dan Robson
(1987) sudah menuliskan bahwa gelanggang faktor R/P merupakan gelanggang
sederhana Artin. Oleh karena itu, pembahasan pada subbab ini hanya ditu-
jukan untuk ideal prima minimal.
Mencermati aturan perkalian dalam gelanggang polinom miring, terlihat bahwa
σ dan δ sangat berpengaruh pada struktur dari gelanggang tersebut. Oleh
karena itu, tahapan pembahasan dalam bagian ini akan disusun berdasarkan
pengaruh dari σ dan δ. Pada bagian awal disajikan ideal prima minimal khusus
untuk gelanggang polinom miring tipe automorfisma (δ tidak berpengaruh pada
proses perkalian). Pada bagian akhir disajikan ideal prima minimal untuk ideal
prima gelanggang polinom miring yang lengkap (σ dan δ berpengaruh pada
proses perkalian).
Dalam pembahasan tentang ideal prima gelanggang polinom miring akan digu-
nakan beberapa simbol. Misalkan D adalah daerah Dedekind, K adalah gelang-
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gang hasil bagi dari D, σ adalah automorfisma pada D, δ adalah σ-derivatif,
R = D[x;σ, δ] adalah gelanggang polinom miring atas D, dan Q adalah gelang-
gang hasil bagi dari R.
Berkaitan dengan ideal-ideal prima di gelanggang polinom miring R = D[x;σ, δ]
digunakan beberapa notasi berikut. Spec(R) menyatakan himpunan ideal-ideal
prima di R, Spec0(R) menyatakan himpunan berikut
Spec0(R) = {P ∈ Spec(R) | P ∩D = 0},
dan Max0(R) menyatakan himpunan ideal-ideal maksimal dalam Spec0(R).
Teorema berikut memberikan karakteristik ideal prima yang ada dalam Spec0(R)
untuk δ = 0.
Teorema III.9 (Jacobson, 1937) Misalkan R = D[x;σ] gelanggang polinom
miring dengan σ berorde takterhingga. Jika P adalah ideal prima minimal maka
P = xR adalah satu-satunya ideal prima minimal dalam Spec0(R) dan R/P
adalah suatu gelanggang Dedekind prima.
Teorema berikut memaparkan keterkaitan Max0(R) dengan Spec0(R).
Teorema III.10 (Leroy dan Matczuk, 1991) Misalkan salah satu kondisi
berikut dipenuhi:
1. D adalah Noether
2. D memenuhi kondisi rantai turun pada ideal-idealnya.
Maka untuk ideal taknol P di D[x;σ, δ] dengan P ∩ D = {0}, kondisi berikut
ekuivalen.
1. P ∈ Spec0(D[x;σ, δ]).
2. P ∈ Max0(D[x;σ, δ]).
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Seperti yang dikatakan sebelumnya, tujuan utama pembahasan dalam subbab
ini adalah menentukan karakteristik ideal prima minimal dari gelanggang poli-
nom miring. Untuk memperinci dan menyederhanakan proses penentuan terse-
but, proses dibagi dalam beberapa tahap. Tahap-tahap yang dimaksud disini
ditulis dalam bentuk lema.
Tahap berikut ini, memberikan keterkaitan sifat keterbalikan ideal dengan sifat
terbalikan himpunan koefisien polinom unsur ideal tersebut.
 Lema III.11 Misalkan p[x, σ, δ] adalah ideal di R dengan p adalah (σ, δ)-
ideal di D. Jika p terbalikan, maka p[x, σ, δ] terbalikan.
Bukti. Misalkan p terbalikan, berarti (D : p)lp = D = p(D : p)r berdasarkan
Definisi II.7. Untuk menunjukkan p[x, σ, δ] terbalikan, akan ditunjukkan
(
R : p[x, σ, δ]
)
l
p[x, σ, δ] = R = p[x, σ, δ]
(




Dengan mudah dapat dilihat bahwa
(
R : p[x, σ, δ]
)
l
p[x, σ, δ] ⊆ R.
Pada sisi lain, misalkan f(x) = fnx
n + · · · + f0 ∈ R. Karena (D : p)lp = D =
p(D : p)r dan fi ∈ D untuk setiap i, berarti
fn = qn1pn1 + · · ·+ qnmpnm, · · · , f0 = q01p01 + · · ·+ q0mp0m
dengan qjk ∈ (D : p)l, dan pjk ∈ p. Sehingga
f(x) = [qn1pn1x






, berarti qjk ∈
(
R : p[x, σ, δ]
)
l
. Hal ini menunjukkan,
f(x) ∈ (R : p[x, σ, δ])
l
p[x, σ, δ]. Akibatnya, R ⊆ (R : p[x, σ, δ])
l




R : p[x, σ, δ]
)
l
p[x, σ, δ] = R.
Dengan cara serupa, dapat ditunjukkan
p[x, σ, δ]
(




yang sekaligus melengkapi pembuktian.
Tahapan selanjutnya adalah menunjukkan bahwa pada simbol order yang digu-
nakan berlaku sifat yang mirip sifat distributif.
 Lema III.12 Misalkan P ideal prima di R. Maka
(









K[x, σ, δ] :
(





Bukti. Misalkan k1q1 + ... + knqn ∈ K[x, σ, δ](R : P )l dengan ki ∈ K[x, σ, δ]
dan qi ∈ (R : P )l untuk setiap i. Maka qiP ⊆ R dan akibatnya
(k1q1 + ...+ knqn)PK[x, σ, δ] ⊆ K[x, σ, δ].
Hal ini menunjukkan k1q1 + ...+ knqn ∈
(




K[x, σ, δ](R : P )l ⊆
(




Dengan menggunakan relasi ini diperoleh
(





K[x, σ, δ] :
(






Untuk arah sebaliknya, misalkan q ∈
(




rarti q ∈ Q dan K[x, σ, δ](R : P)
l
q ⊆ K[x, σ, δ]. Selanjutnya, misalkan
t ∈ (K[x, σ, δ] : PK[x, σ, δ])
l
, berarti t ∈ Q dan tPK[x, σ, δ] ⊆ K[x, σ, δ].
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Dari sini diperoleh tP ⊆ K[x, σ, δ].
Mengingat R = D[x, σ, δ] dengan D adalah daerah Dedekind, maka menu-
rut Teorema II.22 R adalah gelanggang Noether. Sehingga, karena P ada-
lah ideal dalam gelanggang Noether R, maka P dibangun secara terhingga.
Misalkan P = 〈p1, ..., pn〉. Selanjutnya dapat dimisalkan, tpi = ki dengan
ki ∈ K[x, σ, δ] untuk i = 1, ..., n. Koefisien-koefisien dari polinom ki berada
dalam K dengan banyaknya mereka berhingga, sehingga dapat dipilih d ∈ D
yang menyebabkan koefisien-koefisien dari polinom dki berada dalam D atau
dki berada dalam R atau d(tpi) = dki ∈ R untuk setiap i. Akibatnya (dt)p ∈ R










K[x, σ, δ] :
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K[x, σ, δ] :
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Relasi terakhir melengkapi pembuktian.
 Lema III.13 Misalkan P ideal prima di R. Maka
(


































q ⊆ K[x, σ, δ]. · · · · · · · · · · · · · · · · · · (1)
Mengingat Q adalah gelanggang hasil bagi dari gelanggang yang semua un-
surnya reguler R, maka ideal dari Q adalah 0 dan Q sendiri. Dengan demikian
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Rq1 + · · ·+Rqn
)
q ⊆ K[x, σ, δ].
Dari persamaan ini terlihat qiq = ki untuk suatu ki ∈ K[x, σ, δ] untuk setiap
i. Jadi, untuk setiap i terdapat di ∈ D dengan (qiq)di = kidi ∈ R. Sehingga,







Rq1 + · · ·+Rqn
)
(qd) ⊆ R.









. Oleh karena itu, disimpulkan



















d−1 ∈ K[x, σ, δ]. Sehingga dapat dibuktikan.
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qi ⊆ K[x, σ, δ]. Aki-











(q1k1 + · · ·+ qnkn) ⊆ K[x, σ, δ] atau
q ∈
(








Dari relasi ini diketahui
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Dari bukti tahap I dan II, lema terbukti.
Serangkaian lema di atas akan digunakan untuk menentukan karakterisasi ideal
prima minimal. Sekali lagi, untuk penyederhanaan, proses pembuktian dibagi
dalam dua tahap; tahap δ = 0 dan tahap δ sebarang.
III.2.1 Ideal prima gelanggang polinom miring tipe au-
tomorfisma
Dalam hal σ adalah automorfisma dan δ adalah pemetaan nol, gelanggang poli-
nom miringD[x;σ] biasa disebut gelanggang polinom miring tipe automorfisma.
Sebelum pembahasan mengenai ideal prima dari gelanggang polinom miring
tipe automorfisma, terlebih dahulu diberikan contoh gelanggang tersebut.
Contoh 6 Misalkan D = Z + Zi, dengan i2 = −1, yaitu himpunan bilangan
bulat Gauss. Automorfisma pada D didefinisikan sebagai σ(a+bi) = a−bi untuk
setiap a+ bi ∈ D. Pemetaan σ-derivatif δ diambil sama dengan nol, yaitu δ(a+
bi) = 0 untuk setiap a+bi ∈ D. Dari data seperti ini diperoleh suatu gelanggang
polinom miring tidak lengkap tipe automorfisma R = D[x;σ]. Selanjutnya,
misalkan p adalah suatu bilangan bulat prima, maka P = (x2 + p)R adalah
suatu ideal prima dari R.
Bukti. Perhatikan kembali proses perkalian dalam gelanggang polinom mir-
ing R. Misalkan a + bi ∈ D = Z + Zi, maka x(a + bi) = (a − bi)x sehingga
x2(a + bi) = (a + bi)x2. Dengan memperhatikan proses perkalian tersebut, de-
ngan mudah dapat dilihat bahwa P adalah suatu ideal dalam R. Sifat prima
dari P dapat dilihat dari polinom x2 + p. Karena polinom ini adalah polinom
tak tereduksi, maka jelas bahwa jika ada dua polinom f(x) dan g(x) dengan
f(x)g(x) ∈ P = (x2 + p)R , maka salah satu dari mereka haruslah berasal dari
P = (x2 + p)R. Dengan demikian terbukti bahwa P = (x2 + p)R merupakan
47
suatu ideal prima dalam R.
Teori berikut menguraikan karakteristik dari ideal prima minimal. Selain dari
itu, teori ini juga menguraikan hubungan ideal terbalikan dengan ideal prima
minimal. Untuk keperluan pembuktian, terlebih dahulu disajikan teori yang
perlu.
Teori berikut mengaitkan ideal prima gelanggang polinom miring lengkap R =
D[x;σ, δ] dengan ideal prima yang tidak memuat polinom konstan.
 Lema III.14 Misalkan R = D[x;σ, δ] adalah gelanggang polinom miring
atas D, dengan D adalah daerah Dedekind. Jika P ∈ Spec0(R), maka P adalah
ideal prima minimal dari R .
Bukti. Misalkan P1 adalah ideal prima dari R dengan P1 ⊆ P . Karena P ∈
Spec0(R), maka P1 juga demikian. Menggunakan Teorema III.10, diperoleh
bahwa P1 adalah ideal prima maksimal. Jadi, P1 = P .
Pada bagian awal telah ditunjukkan bahwa gelanggang polinom miring R =
D[x;σ, δ] merupakan order maksimal. Kondisi ini merupakan salah satu unsur
utama pembuktian teorema berikut.
Teorema III.15 (Wang, Amir, dan Marubayashi) .
Misalkan R = D[x;σ] dengan D adalah daerah Dedekind dan σ adalah auto-
morfisma.
(1) {p[x;σ] | p adalah suatu σ-ideal prima dari D}⋃(Spec0(R) \ {0}) adalah
himpunan semua ideal prima minimal dari R.
(2) Misalkan P ∈ Spec(R) dengan P 6= (0), maka P adalah ideal terbalikan jika
dan hanya jika P adalah ideal prima minimal dari R.
Bukti. (1) Misalkan P adalah suatu ideal prima minimal dari R dan misalkan
p = P ∩D. Jika p = 0, maka P ∈ Spec0(R). Untuk p 6= 0, akan ditinjau dua ka-
sus, yaitu, x ∈ P atau x /∈ P . Andaikan bahwa x ∈ P , maka P = p+xR ⊃ xR,
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dengan xR adalah suatu ideal prima. Hal ini merupakan suatu kontradiksi,
karena P adalah suatu ideal prima minimal dari R. Jadi x /∈ P , sehingga p
adalah suatu σ-ideal prima dari D dan p[x;σ] adalah ideal prima dari R ber-
dasarkan Teorema II.24. Dengan demikian terbukti bahwa P = p[x;σ], karena
P = p[x;σ] dan P prima minimal.
Sebaliknya misalkan P ∈ Spec0(R), maka P adalah suatu ideal prima minimal
dari R berdasarkan Lema III.14. Misalkan P = p[x;σ], dengan p adalah σ-ideal
prima, maka P adalah ideal terbalikan, sebab p terbalikan berdasarkan Lema
III.11. Mengingat R adalah order maksimal, dengan Lema II.6 diperoleh, P
adalah suatu v-ideal. Sekali lagi, karena R order maksimal, maka dengan Lema
II.4 dan Teorema II.10 disimpulkan bahwa P adalah ideal prima minimal.
(2) Misalkan P adalah ideal prima dan terbalikan, maka menurut Lema II.6,
Lema II.4 dan Teorema II.10 disimpulkan bahwa P adalah ideal prima minimal.
Sebaliknya misalkan P adalah ideal prima minimal. Jika P = p[x;σ], de-
ngan p adalah suatu σ-ideal prima dari D, maka p terbalikan karena p ada-
lah ideal taknol dalam daerah Dedekind. Akibatnya P ideal yang terbalikan
menurut Lema III.11. Selanjutnya jika P ∈ Spec0(R), dengan P 6= (0) dan
P ′ = PK[x;σ], maka P ′ adalah v-ideal. Hal ini disebabkan oleh karena setiap
ideal taknol dari K[x;σ] adalah ideal terbalikan karena K lapangan sehingga
K[x;σ] daerah Dedekind. Sehingga, dengan alasan serupa di atas dipereoleh P ′
adalah v-ideal. Akibatnya, dengan menggunakan Lema III.12 dan Lema III.13
diperoleh persamaan-persamaan berikut.
P ′ = P ′v =
(














Dengan demikian diperoleh P = P ′∩R = Pv. Dengan cara serupa dapat ditun-
jukkan P = vP . Dengan demikian P adalah v-ideal dan menurut Lema II.6,
P terbalikan.
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Penggunaan teori di atas untuk mendapatkan ideal prima minimal digambarkan
pada contoh berikut.
Contoh 7 Misalkan R adalah gelanggang polinom miring seperti pada Contoh
4 dengan mengambil δ = 0 dan In adalah ideal seperti pada Contoh 5. Karena
In adalah ideal prima dan σ-ideal, maka In adalah σ-ideal prima. Dengan
demikian, menurut Teorema III.15, In[x;σ] merupakan ideal prima minimal
dari R.
III.2.2 Ideal prima gelanggang polinom miring lengkap
Subbab ini dibagi ke dalam dua pasal. Dalam pasal yang pertama, dipaparkan
ideal-ideal prima minimal dari gelanggang polinom miring D[x;σ, δ] dengan
kondisi bahwa δ adalah suatu inner σ-derivatif (lihat definisi inner pada Definsi
II.21). Dalam pasal yang kedua, dipaparkan ideal-ideal prima minimal dari
gelanggang polinom miring D[x;σ, δ] dengan kondisi δ sembarang.
III.2.2.1 Ideal prima untuk δ merupakan inner σ-derivatif
Pemetaan δ yang merupakan inner σ-derivatif tidak berpengaruh pada struktur
gelanggang polinom miring D[x;σ, δ] meskipun δ 6= 0. Hal ini dinyatakan oleh
teorema berikut.
Teorema III.16 (Goodearl, 1992) Misalkan D[x;σ, δ] adalah gelanggang po-
linom miring dengan σ 6= 1 dan δ 6= 0. Jika δ merupakan inner σ-derivatif,
dengan δ = δa untuk suatu a ∈ D , maka D[x;σ, δ] isomorfik dengan D[y;σ]
dengan y = x− a.




n + fn−1xn−1 + · · ·+ f0
)
= fn(y + a)
n + fn−1(y + a)n−1 + · · ·+ f0
untuk fnx
n+fn−1xn−1+· · ·+f0 ∈ D[x;σ, δ]. Untuk menunjukkan bahwa ϕ ada-
lah homorfisma gelanggang cukup dibuktikan ϕ(cx) = ϕ(c)ϕ(x) dan ϕ(xc) =
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= σ(c)(y + a) + δ(c) = σ(c)y + [σ(c)a+ δ(c)]
Karena δ inner, maka σ(c)a + δ(c) = ac. Sehingga ϕ(xc) = σ(c)y + ac =
(y + a)c = ϕ(x)ϕ(c). Dengan mudah dapat ditunjukkan bahwa ϕ merupakan
pemetaan satu-satu dan pada.
Bentuk ideal prima minimal dalam Spec0(R) untuk δ inner σ-derivatif diberikan
oleh teorema berikut.
Teorema III.17 Misalkan R = D[x;σ, δ] adalah gelanggang polinom miring
dan δ merupakan inner σ−derivatif, dengan δ = δa untuk suatu a ∈ D, maka
P = (x− a)D[x− a;σ] adalah ideal prima minimal dalam Spec0(D[(x− a);σ]).
Bukti. Misalkan P = (x − a)D[x − a;σ], maka dengan mudah dapat dilihat
bahwa P adalah ideal di D[x − a;σ]. Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa P
ideal prima. Misalkan f(x−a) = fn(x−a)n+ . . .+f0, g(x−a) = gm(x−a)m+
. . .+ g0, dan f(x−a)D[x−a;σ]g(x−a) ⊆ P . Andaikan f(x−a), g(x−a) /∈ P ,
maka f0 6= 0 dan g0 6= 0. Dengan demikian,
f(x− a)g(x− a) = fnσn(gm)(x− a)n+m + . . .+ f0g0 /∈ P,
karena f0g0 6= 0. Hal ini kontradiksi dengan
f(x− a)D[x− a;σ]g(x− a) ⊆ P.
Akibatnya f(x− a) ∈ P atau g(x− a) ∈ P yang berarti bahwa P adalah ideal
prima. Lebih lanjut, karena P ∈ Spec0(D[x−a;σ]), maka berdasarkan Teorema
III.15, P adalah ideal prima minimal.
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III.2.2.2 Ideal prima untuk δ sebarang
Dalam pasal ini dimisalkan δ sebarang (tidak harus merupakan inner σ-derivatif).
 Lema III.18 (Amir, Astuti, dan Muchtadi-Alamsyah, 2011) Misalkan
P = p[x;σ, δ], adalah ideal prima minimal di R, dengan p adalah (σ, δ)-ideal
prima di D, maka p adalah (σ, δ)-ideal prima minimal di D.
Bukti. Andaikan p adalah (σ, δ)-ideal prima di D tetapi bukan (σ, δ)-ideal
prima minimal. Misalkan q adalah (σ, δ)-ideal prima di D, yang memenuhi
q  p dan q 6= (0), maka qR ∈ Spec(R) berdasarkan Theorema II.24. Jadi,
qR  pR = P . Hal ini merupakan suatu kontradiksi sebab P adalah ideal
prima minimal.
Lemma berikut ini akan digunakan membuktikan karakteristik dari ideal prima
minimal
Lema III.19 (Goodearl, 1992) Misalkan P ideal prima di R = D[x;σ, δ]
dengan D adalah daerah Dedekind dan misalkan p = P ∩D. Jika p adalah ideal
prima di D dengan σ(p) 6= p, maka P bukan ideal prima minimal di R.
Karakteristik dari ideal prima minimal berikut berlaku untuk semua jenis δ.
Teorema III.20 (Amir dkk., 2011(b)) (1). Misalkan R = D[x;σ, δ] ada-
lah gelanggang polinom miring atas D, dengan D adalah daerah Dedekind, σ
automorfisma, dan δ adalah σ−derivatif pada D. Maka {p[x;σ, δ] | p adalah





ideal prima minimal dari R.
(2). Misalkan P ∈ Spec(R) dengan P 6= (0), maka P adalah ideal terbalikan
jika dan hanya jika P adalah ideal prima minimal dari R.
Bukti. (1). (⇐=)
Misalkan P 6= 0 adalah ideal prima minimal dari R dengan P ∩ D = p. Jika
p = 0 maka P ∈ Spec0(R). Jika p 6= 0, maka dengan menggunakan Teorema
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II.24 diperoleh dua kemungkinan. Kemungkinan pertama adalah p merupakan
(σ, δ)−ideal prima di D. Sedangkan kemungkinan yang kedua, p adalah ideal
prima dari D dengan σ(p) 6= p. Pada sisi lain, berdasarkan Lema III.19 ke-
mungkinan kedua tidak akan terjadi. Oleh karena itu, kemungkinan pertama
yang diperoleh. Sedangkan, jika p merupakan (σ, δ)−ideal prima dari D, maka
pR ∈ Spec(R), oleh Teorema II.24. Jadi pR = P karena pR ⊆ P dan P meru-
pakan ideal prima minimal. Dengan demikian disimpulkan P = p[x;σ, δ] karena
pR = p[x;σ, δ].
(=⇒)
Misalkan P ∈ Spec0(R) maka oleh Lema III.14, P adalah ideal prima minimal
dari R. Pada sisi lain, misalkan P = p[x;σ, δ] dengan p adalah suatu (σ, δ)-ideal
prima dari D. Karena R merupakan order maksimal dari Teorema III.8, maka
dengan cara yang serupa dengan pembuktian Teorema III.15 dapat dibuktikan
P adalah ideal prima minimal dari R.
(2). Pembuktian bagian ini serupa dengan Teorema III.15 (2).
Berikut diberikan penggunaan karakterisasi ideal prima minimal. Teorema
III.20 digunakan untuk mengkarakterisasi bentuk korespondensi satu-satu an-
tara dua grup komutatif yang anggotanya adalah ideal-ideal. Untuk penguraian
hal tersebut dibutuhkan beberapa notasi sebagai berikut:
G(R) = {A | A adalah R− ideal fraksional terbalikan} dan
Gσ,δ(D) = {a | a adalah D − ideal fraksional terbalikan
yang merupakan (σ, δ)− ideal}.
Menurut Atiyah dan McDonald (1994), himpunan G(R) merupakan grup ko-
mutatif terhadap operasi perkalian ideal-ideal dengan unsur identitas R yang
dibangun oleh ideal-ideal prima terbalikan. Sedangkan ideal prima terbalikan
merupakan ideal prima minimal berdasarkan Lema II.4, Teorema II.10, dan
Lema II.6. Oleh karena itu, menggunakan Teorema III.20, disimpulkan G(R)
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dibangun oleh ideal-ideal berbentuk p[x;σ, δ] dengan p adalah (σ, δ)-ideal prima
dari D dan P dengan P ∈ Spec0(R) dan P 6= 0. Sehingga, secara umum, unsur
di G(R) berbentuk sebagai berikut:
(
p1[x;σ, δ]
)e1 . . . (pk[x;σ, δ])ek(P n11 . . . P nll ) atau
(








dengan ei dan ni adalah bilangan-bilangan bulat, pi adalah (σ, δ)-ideal prima,
dan Pi ∈ Spec0(R) dengan Pi 6= 0.
Untuk T = K[x;σ, δ], unsur-unsur G(T ) akan berbentuk (P ′1)
n1 · · · (P ′l )nl de-
ngan P ′i ∈ Spec0(T ) karena semua ideal prima dari T berada dalam Spec0(T ).
Menggunakan argumentasi yang serupa dengan paragraf di atas, unsur-unsur
Gσ,δ(D) berbentuk
(




dengan pi adalah (σ, δ)-ideal prima.
Hubungan antara ketiga grup komutatif G(R), Gσ,δ(D), dan G(T ) diberikan
pada teorema berikut.
Teorema III.21 (Amir dkk., 2011(b)) G(R) ∼= Gσ,δ(D)⊕ G(T ). Ben-
tuk korespondensinya diberikan sebagi berikut:
(
pe11 [x;σ, δ] · · · pekk [x;σ, δ]
)(
P n11 · · ·P nll
) 7−→ (pe11 · · · pekk )⊕ ((P ′1)n1 · · · (P ′l )nl),
dengan P ′i = PiT untuk setiap i, 1 ≤ i ≤ l.
Bukti. Unsur G(R) berbetuk:
(









Unsur Gσ,δ(D) berbentuk: (






Unsur G(T ) berbentuk:
(P ′1)
n1 · · · (P ′l )nl
Mencermati bentuk unsur ketiga himpunan di atas, mudah dipahami bahwa
G(R) isomorfik denganGσ,δ(D)⊕G(T ) dengan isomorfisma seperti yang diberikan.
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Bab IV Gelanggang Faktor Gelanggang
Polinom Miring
Salah satu jalan untuk menginvestigasi struktur gelanggang adalah melalui
struktur dari gelanggang faktornya. Dalam bab ini dikaji struktur gelang-
gang faktor R/P untuk P ideal prima minimal di gelanggang polinom miring
R = D[x;σ, δ] dengan D adalah daerah Dedekind.
Dari bab sebelumnya diperoleh dua bentuk ideal prima minimal P di R, yaitu
P = p[x;σ, δ] dengan p adalah (σ, δ)-ideal prima di D dan P ∈ Spec0(R).
Mencermati kedua bentuk ideal tersebut, terlihat bahwa ideal P = p[x;σ, δ] da-
pat diperoleh dengan mencari terlebih dahulu (σ, δ)-ideal prima p di D. Pada
sisi lain, ideal P ∈ Spec0(R) dapat diperoleh dari ideal dalam Spec0(Z(R))
dengan menggunakan relasi keterkaitan antara Spec0(R) dengan Spec0(Z(R))
yang diberikan oleh Wang, Amir, dan Marubayashi (2010) seperti tertulis pada
Lema IV.6. Berdasarkan uraian tersebut, pembahasan mengenai pusat gelang-
gang Z(R) disajikan sebelum pembahasan mengenai gelanggang faktor.
IV.1 Pusat Gelanggang Polinom Miring
Secara sepintas, pusat gelanggang adalah himpunan unsur-unsur gelanggang
yang bersifat komutatif dengan unsur lainnya. Secara lengkap, pengertian pusat
gelanggang diberikan pada definisi berikut.
Definisi IV.1 Misalkan R˜ adalah suatu gelanggang. Pusat dari gelanggang R˜
yang disimbolkan dengan C = Z(R˜) didefinisikan sebagai berikut:
C = Z(R˜) = {r ∈ R˜ | rz = zr, ∀z ∈ R˜}.
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Menggunakan Definisi IV.1, proses investigasi pusat gelanggang polinom miring
R = D[x;σ, δ] dibagi dalam dua bagian. Bagian pertama untuk gelanggang
polinom miring tipe automorfisma R = D[x;σ] dan yang kedua untuk tipe
lengkap R = D[x;σ, δ]. Dalam pembahasan pusat gelanggang digunakan notasi
berikut.
Kσ = {k ∈ K | σ(k) = k} dan Dσ = {d ∈ D | σ(d) = d}.
IV.1.1 Pusat gelanggang polinom miring tipe automor-
fisma
Gelanggang polinom miring yang berbentuk R = D[x;σ] dengan σ adalah au-
tomorfisma biasa disebut gelanggang polinom miring tipe automorfisma. Pada
subbab ini akan dikaji karakteristik pusat gelanggang tersebut.
Teorema IV.1 Misalkan D adalah suatu gelanggang dengan identitas 1, σ
adalah suatu automorfisma dimana terdapat suatu n bilangan asli sedemikian
sehingga σn = 1, maka Dσ[x
n] adalah pusat dari D[x;σ].
Bukti. Akan ditunjukkan bahwa
Dσ[x
n] = { f(x) ∈ D[x;σ] | f(x)g(x) = g(x)f(x), ∀g(x) ∈ D[x;σ] }, atau
Dσ[x
n] adalah senter (pusat) dari D[x;σ].
Proses pembuktian akan dibagi menjadi 2 bagian, yaitu
(i). Akan ditunjukkan bahwa
Dσ[x































































Dari persamaan di atas dengan mudah dapat dilihat bahwa hp = rp untuk
setiap p, sehingga f(x).g(x) = g(x).f(x). Dengan demikian
f(x) ∈ { p(x) ∈ D[x;σ] | p(x)q(x) = q(x)p(x), ∀q(x) ∈ D[x;σ] }.
Jadi terbukti bahwa
Dσ[x
n] ⊆ { p(x) ∈ D[x;σ] | p(x)q(x) = q(x)p(x), ∀q(x) ∈ D[x;σ] }.
(ii). Akan ditunjukkan bahwa
{ f(x) ∈ D[x;σ] | p(x)q(x) = q(x)p(x), ∀q(x) ∈ D[x;σ] } ⊆ Dσ[xn].
Ambil f(x) ∈ { p(x) ∈ D[x;σ] | p(x)q(x) = q(x)p(x), ∀q(x) ∈ D[x;σ] }.
Ini berarti bahwa f(x).g(x) = g(x).f(x), ∀g(x) ∈ D[x; σ]. Misalkan f(x) =∑l
i=0 fix























Dari persamaan ini diperoleh persamaan fi σ
i(a) = a fi , ∀i. Untuk setiap
i = kn dengan k ∈ Z berlaku σi = 1, dan untuk setiap i 6= kn berlaku
σi 6= 1. Akibatnya, dari persamaan fi σi(a) = a fi diperoleh fi = 0 untuk
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i 6= kn. Dengan demikian f(x) dapat ditulis seperti:
f(x) = f0 + fnx
n + f2nx

















2n+1 + · · · + σ(fkn)xkn+1 =
f0x + fnx
n+1 + f2nx
2n+1 + · · · + fknxkn+1
Dari persamaan terakhir, diperoleh kesamaan-kesamaan σ(f0) = f0, σ(fn) =
fn, .... , dan σ(fkn) = fkn, yang menunnjukkan bahwa f0, fn , · · · , fkn ∈ Dσ.
Dengan demikian disimpulkan bahwa f(x) = f0 + fnx
n + f2nx
2n + · · · +
fknx
kn ∈ Dσ[xn] atau
{ f(x) ∈ D[x;σ] | f(x)g(x) = g(x)f(x), ∀g(x) ∈ D[x;σ] } ⊆ Dσ[xn].
Untuk memperjelas bentuk pusat yang dipaparkan Teorema IV.1, berikut diberi-
kan contoh gelanggang beserta dengan pusatnya.
Contoh 8 Apabila pada Contoh 4 diambil δ = 0 atau δ(a+ b
√−5) = 0, maka
akan diperoleh gelanggang polinom miring tidak lengkap D[x;σ]. Pusat dari





2i, r ∈ Z+ = {0, 1, · · · }, ai ∈ Z, i = 1, · · · , r.
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Bukti. Untuk menunjukkan bahwa p(x) berada pada pusat gelanggang, harus
ditunjukkan bahwa p(x)q(x) = q(x)p(x) untuk setiap q(x) ∈ D[x;σ]. Namun
demikian, untuk menunjukkan hal ini, cukup ditunjukkan: (i). xp(x) = p(x)x
dan (ii). [a+ b
√−5]p(x) = p(x)[a+ b√−5] untuk setiap a+ b√−5 ∈ D.
(i). Karena ai ∈ Z, maka dengan mudah dapat dilihat bahwa xp(x) = p(x)x.
(ii). Karena x2(a + b
√−5) = (a + b√−5)x2, maka hal ini berakibat x(2i)(a +
b
√−5) = (a + b√−5)x(2i) untuk setiap i. Dengan demikian, memperhatikan
bentuk p(x), dapat disimpulkan bahwa [a+ b
√−5]p(x) = p(x)[a+ b√−5].
Mencermati bentuk pusat gelanggang yang diberikan oleh Teorema IV.1, berikut
diberikan satu bentuk ideal di pusat gelanggang tersebut.
 Lema IV.2 Misalkan σ adalah suatu automorfisma dengan terdapat suatu
n bilangan asli sedemikian sehingga σn = 1 dan C = Dσ[x
n] adalah pusat
gelanggang , maka xR ∩ C = xnC adalah ideal di C.
Bukti. Dengan mudah dapat dibuktikan xR ∩ C ⊇ xnC. Misalkan f(x) ∈











= σ(fi) untuk setiap i. Sehingga
f(x) = xn
[
σ−(n−1)(fk)xkn−1 + σ−(n−1)(fk−1)x(k−1)n−1 + · · ·+ σ−(n−1)(f1)xn−1
]
yang menunjukkan bahwa f(x) ∈ xnC, karena σ(σ−(n−1)(fi)) = σ−(n−1)(fi)
untuk setiap i. Dengan demikian, xR ∩ C ⊆ xnC sehingga xR ∩ C = xnC.
Selanjutnya dengan mudah dibuktikan bahwa xnC adalah ideal di C.
Setelah mendapatkan bentuk pusat dan bentuk ideal di pusat gelanggang poli-
nom miring tipe automorfisma, berikut diberikan keterkaitan antara himpunan
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ideal prima di gelanggang polinom miring dengan himpunan ideal prima di
pusatnya. Untuk pemaparan keterkaitan ini, diperlukan beberapa teorema.
Teorema IV.3 (Rowen, 1988) Misalkan σ adalah automorfisma di lapangan
K dengan σn = 1 untuk suatu n bilangan asli. Maka terdapat korespondensi
satu-satu dan pada antara Spec(K[x;σ]) dengan Spec(Kσ[x
n]) yang diberikan
seperti berikut
P ′ −→ z′ = P ′ ∩Kσ[xn] dan
P ′ = z′K[x;σ] ←− z′,
dengan P ′ ∈ Spec(K[x;σ]) dan z′ ∈ Spec(Kσ[xn]).
Teorema IV.4 (Goodearl dan Warfield, 1987) Terdapat korespondensi sa-
tu-satu dan pada antara Spec(K[x;σ]) dengan Spec0(R) yang diberikan seperti
berikut
P ′ −→ P = P ′ ∩R dan
P ′ = PK[x;σ] ←− P,
dengan P ′ ∈ Spec(K[x;σ]) dan P ∈ Spec0(R).
Akibat dari Teorema IV.3 dan Teorema IV.4 diperoleh akibat berikut.
 Akibat IV.5 Jika p ∈ Spec(C), maka pK[x;σ] ∩R ∈ Spec0(R).
Menggunakan Akibat IV.5 diperoleh keterkaitan berikut.
 Lema IV.6 (Wang, Amir, dan Marubayashi, 2010) Misalkan σ adalah
automorfisma dari D dengan order n, dan δ = 0, maka terdapat korespon-
densi satu-satu dan pada antara Spec0(R) dan Spec0(C), yang diberikan oleh
P −→ p = P ∩ C dengan P ∈ Spec0(R).
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Bukti. Misalkan P ∈ Spec0(R), maka jelas bahwa p = P ∩C ∈ Spec0(C). Un-
tuk membuktikan korespondensi tersebut bersifat pada, dimisalkan p ∈ Spec0(C).
Selanjutnya ditinjau dua kemungkinan, yaitu p 6= xnC atau p = xnC. Jika
p 6= xnC, maka dengan Akibat IV.5 diperoleh P = pK[x;σ] ∩ R ∈ Spec0(R).
Sehingga jelas p ⊆ p1 = P ∩ C ∈ Spec0(C). Akibatnya, p = p1 karena p1
merupakan ideal prima minimal menurut Teorema III.15.
Jika p = xnC, maka dipilih P = xR ∈ Spec0(R) dengan Lema IV.2 diperoleh
p = P ∩ C. Oleh karena itu, korespondensi tersebut bersifat pada.
Untuk membuktikan korespondensi tersebut bersifat satu-satu, misalkan P dan
P1 ∈ Spec0(R) dengan P ∩ C = p = P1 ∩ C. Dapat diasumsikan bahwa P 6=
xR dan P1 6= xR, sehingga PK[x;σ] dan P1K[x;σ] keduanya termuat dalam
pK[x;σ] ∈ Spec(K[x;σ]). Oleh karena itu, PK[x;σ] = pK[x;σ] = P1K[x;σ].
Dengan demikian P = PK[x;σ] ∩R = P1.
Pusat gelanggang polinom miring tipe automorfisma serta keterkaitan antara
himpunan ideal prima di gelanggang tersebut dengan himpunan ideal prima di
pusatnya telah dibahas di atas. Namun demikian, pembahasan tersebut hanya
untuk kondisi σ berorde terhingga, yaitu σn = 1 untuk suatu bilangan bulat
positif n. Untuk kondisi σ berorde takterhingga, pembahasannya masih menjadi
masalah terbuka dalam disertasi ini.
IV.1.2 Pusat gelanggang polinom miring lengkap
Pembahasan pusat gelanggang polinom miring D[x;σ, δ] untuk δ 6= 0 akan
dibagi menjadi dua kasus. Kasus pertama untuk δ yang bukan merupakan in-
ner σ-derivatif dan kasus kedua untuk δ secara umum.
Untuk σ = 1 dan δ 6= 0, pusat gelanggang polinom miring D[x; δ] tampak
seperti berikut.
Teorema IV.7 Jika D adalah suatu daerah Dedekind dengan identitas 1, σ =
1, dan δ adalah suatu σ-derivatif yang bukan pemetaan nol, maka Z (D[x; δ]) =
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Dδ, dengan Dδ = {a ∈ D| δ(a) = 0 }.
Bukti. Proses pembuktian akan dibagi menjadi 2 bagian, yaitu
(i). Akan ditunjukkan bahwa Z (D[x; δ]) ⊆ Dδ
(ii). Akan ditunjukkan bahwa Dδ ⊆ Z (D[x; δ]).
(i). Akan ditunjukkan bahwa Z (D[x; δ]) ⊆ Dδ.
Ambil f(x) = fmx
m + fm−1xm−1 + · · · + f0 ∈ Z (D[x;σ]) dan a ∈ D










m + fm−1xm−1 + · · · + f0
)
a.
Selanjutnya dengan menggunakan aturan perkalian dalam gelanggang polinom
miring (σ = 1) diperoleh kesamaan
afmx














 + · · · + f0a.
Dengan mencermati bentuk formula diruas kanan dari persamaan di atas, diper-
oleh bahwa koefisien xm−1 diruas kanan adalah fm.m.δ(a) + fm−1a. Dengan
demikian, dari ruas kiri dan kanan diperoleh kesamaan afm−1 = fm.m.δ(a) +
fm−1a. Karena δ(a) 6= 0, maka diperoleh fm = 0. Dengan demikian bentuk
dari f(x) adalah f(x) = fm−1xm−1 + fm−2xm−2 + · · · + f0. Mengulangi
proses pembuktian di atas, secara berturut turut dapat ditunjukkan bahwa
fm−1 = 0, fm−2 = 0, ... , f1 = 0. Sehingga f(x) = f0. Untuk melengkapi pem-
buktian pada bagian ini, akan ditunjukkan bahwa f0 ∈ Dδ atau f0 unsur di
kernel dari δ. Karena f(x) = f0 ∈ Z (D[x;σ]), maka f0x = xf0 = f0x + δ(f0).
Dari sini diketahui δ(f0) = 0 atau f(x) = f0 ∈ Dδ. Sehingga terbukti bahwa
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Z (D[x; δ]) ⊆ Dδ.
(ii). Akan ditunjukkan bahwa Dδ ⊆ Z (D[x; δ]).
Ambil a ∈ Dδ selanjutnya akan ditunjukkan bahwa a ∈ Z (D[x; δ]) . Dalam hal
ini akan ditunjukkan bahwa af(x) = f(x)a untuk setiap f(x) ∈ D[x; δ]. Na-
mun demikian, untuk menunjukkan hal ini, cukup ditunjukkan bahwa ax = xa.
Karena a ∈ Dδ berarti δ(a) = 0, dengan demikian xa = σ(a)x + δ(a) = ax.
Jadi terbukti Dδ ⊆ Z (D[x; δ]) .
Teorema IV.7 di atas menginvestigasi pusat gelanggang polinom miring tipe
derivatif D[x; δ]. Perlu diperhatikan bahwa jika σ = 1 dan δ 6= 0, maka δ bukan
merupakan inner σ-derivatif. Selanjutnya akan dinvestigasi pusat gelanggang
polinom miring D[x;σ, δ] untuk kasus σ 6= 1 dan δ adalah inner σ-derivatif.
Untuk δ yang memenuhi sifat inner, gelanggang polinom miring tidak lengkap
dengan gelanggang polinom miring lengkap saling isomorfik berdasarkan Teo-
rema III.16. Pada sisi lain, dua gelanggang yang saling isomorfik mempunyai
pusat yang juga akan saling isomorfik.
Teorema IV.8 (Passman, 1991) Misalkan R˜ dan R˜′ adalah dua gelanggang




















a ∈ Z(R˜) sedemikian sehingga φ(a) = a′. Ambil b′ ∈ R˜′ maka terdapat b ∈ R˜
sedemikian sehingga φ(b) = b′. Selanjutnya,
a′b′ = φ(a)φ(b) = φ(ab) = φ(ba) = φ(b)φ(a) = b′a′.
Karena a′b′ = b′a′ untuk setiap b′ ∈ R˜′, maka a′ ∈ Z(R˜′).




. Ambil a′ ∈ Z(R˜′) , berarti a′ ∈ R˜′,
64
maka terdapat a ∈ R˜ sedemikian sehingga φ(a) = a′ atau a = φ−1(a′). Ambil
b ∈ R˜, maka φ(b) ∈ R˜′. Misalkan φ(b) = b′ ∈ R˜′, maka b = φ−1(b′). Dengan
demikian
ab = φ−1(a′)φ−1(b′) = φ−1(a′b′) = φ−1(b′a′) = φ−1(b′)φ−1(a′) = ba.





Penggabungan Teorema IV.1, Lema II.25, dan Teorema IV.8 menghasilkan teo-
rema berikut.
Teorema IV.9 Misalkan D daerah Dedekind komutatif dengan identitas 1, σ
adalah automorfisma pada D dengan terdapat suatu n bilangan asli sedemikian
sehingga σn = 1, dan δ adalah σ-derivatif. Jika δ adalah inner σ-derivatif
dengan a ∈ D. Maka Dσ[(x− a)n] adalah pusat dari D[x;σ, δ].
Bukti.Misalkan δ adalah inner σ-derivatif dengan δ = δa, maka menurut Lema
II.25, D[y, σ] isomorfik dengan R dengan suatu isomorfisma yang memetakan






n]. Dengan demikian, berdasarkan Teorema IV.8, Dσ[(x −
a)n] adalah pusat dari D[x;σ, δ].
IV.2 Gelanggang Faktor Gelanggang Polinom Miring
Sudah diketahui bahwa, struktur dari gelanggang R dapat diamati lewat struk-
tur gelanggang faktornya R/P . Pada bagian ini, akan dikaji struktur dari
gelanggang faktor R/P dengan P adalah ideal prima minimal yang diperoleh
pada Bab III. Kajian ini diinspirasi oleh Hillman (1984) yang mengkaji struktur
gelanggang faktor untuk gelanggang polinom (biasa).
Terinspirasi oleh hasil sebelumnya, pada bagian ini akan ditunjukkan pula
bahwa gelanggang faktor yang terbentuk merupakan order maksimal.
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IV.2.1 Gelanggang faktor sebagai order maksimal
Pada Bab III sudah ditunjukkan bahwa gelanggang polinommiringR = D[x;σ, δ]
merupakan order maksimal. Pada subbagian ini, untuk P ideal prima dari R,
akan ditunjukkan bahwa R/P juga merupakan order maksimal. Untuk keper-
luan ini digunakan notasi, Q dan Q, yaitu gelanggang hasil bagi dari R dan
R/P secara berturut-turut.
Teorema IV.10 (Amir dkk., 2011(a)) Jika P ideal prima dari R = D[x;σ, δ],
maka R/P merupakan order maksimal
Bukti. Langkah awal akan ditunjukkan bahwa,
Or(I¯) = Ol(I¯) = R/P, untuk setiap ideal I¯ dari R/P.
Misalkan q¯ = [a + P ][b + P ]−1 ∈ Or(I¯) dengan I¯ = I/P . Hal ini berarti q¯ ∈ Q
dan I¯ q¯ ⊆ I¯ atau (I/P )
(
[a+ P ][b+ P ]−1
)
⊆ (I/P ). Dari sini diperoleh
(I/P )
(







/P ⊆ (I/P )








) ⊆ I. Dengan demikian, karena R order maksimal, maka berdasar-
kan Teorema II.2 (ab−1)I ⊆ I. Akibatnya,
(
[a + P ][b + P ]−1
)
(I/P ) ⊆ (I/P )
atau q¯I¯ ⊆ I¯. Sehingga Or(I¯) ⊆ Ol(I¯). Dengan cara yang serupa dapat ditun-
jukkan Or(I¯) ⊇ Ol(I¯). Dengan demikian, Or(I¯) = Ol(I¯). Pada sisi lain, karena
I(ab−1) ⊆ I, maka berdasarkan Teorema II.2, (ab−1) ∈ R. Hal ini berakibat,
q¯ = [a+ P ][b+ P ]−1 = [ab−1 + P ] ∈ R/P.
Oleh karena itu, Or(I¯) ⊆ R/P . Sehingga, Or(I¯) = R/P , karena jelas bahwa
Or(I¯) ⊇ R/P. Jadi, secara keseluruhan diperoleh Or(I¯) = Ol(I¯) = R/P . Ber-
dasarkan Teorema II.2, Persamaan ini menunjukkan bahwa R/P adalah order
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maksimal.
IV.2.2 Gelanggang faktor gelanggang polinom miring
Pembahasan gelanggang faktor diawali dengan penyajian lema sederhana yang
berkaitan dengan gelanggang faktor.
Lema IV.11 (Goodearl, 1992) Misalkan D[x;σ, δ] adalah suatu gelanggang
polinom miring dan I adalah suatu (σ, δ)-ideal dari D, maka
1. (σ, δ) dapat dikembangkan menjadi endomorfisma dan σ-derivatif pada
D/I
2. ID[x;σ, δ] adalah suatu ideal di D[x;σ, δ]





Teori berikut memberikan karaktristik ideal prima P yang membentuk gelang-
gang faktor Dedekind prima pada gelanggang polinom miring tipe automor-
fisma. Proses pembuktian teori tersebut dilakukan dalam beberapa tahap.
Tahap-tahap pembuktian dituliskan dalam bentuk lema dan teorema.
Lema IV.12 (Marubayashi, 2009) Misalkan σ adalah automorfisma pada
daerah Dedekind D dan ideal tidak prima p adalah σ-ideal di D, maka terdapat
ideal prima m di D yang memenuhi m ⊃ p dan m = m2 + p.
Bukti. Untuk kondisi seperti yang ada pada lema ini, maka berdasarkan
Lema II.21 terdapat ideal prima m yang memuat p dan bilangan bulat positif
n sedemikian sehingga σn+1(m) = m dan p = m ∩ σ(m) ∩ . . . ∩ σn(m). Hal ini
berarti
m ⊇ m2 + p ⊇ p ⊇ mσ(m) . . . σn(m).
Selanjutnya berdasarkan Lema II.14, diketahui bahwa himpunan ideal-ideal
prima yang memuat p adalah {m, σ(m), . . . , σn(m)}. Andaikan, m % m2 + p,
maka menggunakan Teorema II.13,
m % m2 + p = mσi1(m) . . . σik(m)
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untuk suatu i1, . . . , ik ∈ {1, . . . , n}. Lebih lanjut,
m2 ⊆ m2 + p = mσi1(m) . . . σik(m)
m ⊆ σi1(m) . . . σik(m) ⊆ σi1(m).
Karena m ideal maksimal, maka m = σi1(m). Hal ini kontradiksi dengan
p = m ∩ σ(m) ∩ . . . ∩ σn(m) dan p 6= m.
 Lema IV.13 Misalkan R = D[x;σ] dengan D adalah daerah Dedekind, σ
adalah automorfisma, dan δ adalah σ−derivatif. Misalkan P adalah suatu ideal
prima minimal dari R dengan P = p[x;σ] dan p adalah σ-ideal prima dari D
tetapi bukan ideal prima. Jika m adalah ideal maksimal yang memuat p, dengan
σ(m) 6= m, maka M = m+ xR adalah ideal maksimal di R dan M =M2 + P .
Bukti. Misalkan N ideal di R dan M ( N , berarti terdapat a(x) = anxn +
an−1xn−1 + . . . + a1x + a0 ∈ N tetapi a(x) /∈ M . Karena anxn + an−1xn−1 +
. . . + a1x ∈ M ⊆ N , maka 0 6= a0 ∈ N ∩ D dan a0 /∈ m. Karena m maksimal
maka N ∩D = D. Akibatnya, N = R.
Untuk membuktikan M = M2 + P cukup dibuktikan M ⊆ M2 + P , karena
sudah jelas M ⊇ M2 + P . Misalkan f(x) ∈ M = m + xR. Bentuk f(x) dapat
dituliskan seperti berikut.
f(x) = a+ x[gnx
n + gn−1xn−1 + . . .+ g0]
= a+ σ(gn)x
n+1 + σ(gn−1)xn + . . .+ σ(g0)x.
dengan a ∈ m dan gnxn + gn−1xn−1 + . . .+ g0 ∈ R. Pada sisi lain,
M2 = (m+ xR)(m+ xR) = m2 + xRm+mxR + xRxR.
68
Mengacu pada bentuk f(x) dan M2, diperoreh hal berikut. Misalkan
uix
i+1 ∈ xRm dan vixi+1 ∈ mxR untuk i = 1, . . . , n,
maka dapat dipilih wix







i+1 ∈ M2 untuk i = 1, . . . , n. Untuk membuktikan
σ(g0)x ∈ M2, ditinjau dua kasus, yaitu σ(g0) ∈ m dan σ(g0) /∈ m. Jika σ(g0) ∈
m, maka σ(g0)x ∈ mxR ⊆ M2. Jika σ(g0) /∈ m, maka pilih b ∈ m sedemikian
sehingga σ(b) /∈ m. Pemilihan ini dapat dilakukan karena σ(m) 6= m. Mengacu
pada hal-hal, σ(g0) /∈ m, σ(b) /∈ m, dan D/m adalah lapangan, maka dapat
dipilih σ(c) ∈ D\m sehingga σ(g0) = σ(c)σ(b)+l untuk suatu l ∈ m. Akibatnya,
σ(g0)x = σ(c)σ(b)x+ lx = xcb+ lx ∈ xRm+mxR ⊆M2.
Selanjutnya, menggunakan kesamaan m = m2+ p dari Lema IV.12, jelas bahwa
a ∈ M2 + P . Hal ini melengkapi pembuktian bahwa f(x) ∈ M2 + P yang
berakibat M ⊆M2 + P .
Teorema IV.14 (Wang, Amir, dan Marubayashi, 2010) Misalkan R =
D[x;σ] dengan D adalah daerah Dedekind, σ adalah automorfisma, dan δ ada-
lah σ−derivatif. Misalkan P adalah suatu ideal prima minimal dari R dengan
P = p[x;σ] dan p adalah σ-ideal prima dari D. Gelanggang faktor R/P adalah
gelanggang Dedekind prima jika dan hanya jika p ∈ Spec(D).
Bukti. Jika p ∈ Spec(D), maka menurut Goodearl (1992) halaman 330, (R/P ) ∼=
(D/p)[x;σ] dan (D/p)[x;σ] adalah daerah ideal utama berdasarkan Teorema
II.23, sehingga R/P merupakan gelanggang Dedekind prima.
Jika p /∈ Spec(D), maka berdasarkan Lema II.21 terdapat ideal maksimal m di
D dengan m ⊃ p dan p = m∩σ(m)∩. . .∩σn(m) untuk suatu bilangan asli n ≥ 1.
Tetapkan M = m+xR, maka M adalah ideal maksimal di R dan M =M2+P
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berdasarkan Lema IV.13. Dengan demikian M/P adalah ideal idempoten. Hal
ini bertentangan dengan karakteristik dari gelanggang Dedekind yang diberikan
pada Teorema II.17. Jadi, R/P bukan gelanggang Dedekind.
Contoh penggunaan Teorema IV.14 untuk menentukan gelanggang Dedekind
prima diberikan berikut.
Contoh 9 Misalkan D = Z + Z
√−5. Automorfisma σ pada R didefinisikan
sebagai σ(a + b
√−5) = a − b√−5, untuk setiap a + b√−5 ∈ D. Gelanggang






√−5 | a, b ∈ (i− 1) + nZ}, dengan n =2,3, merupakan σ-
ideal. Maka menurut Teorema IV.14 R/In adalah gelanggang Dedekind prima.
Teorema IV.15 (Amir dkk., 2011(a))
Misalkan R = D[x, σ, δ] adalah suatu gelanggang polinom miring lengkap atas
daerah Dedekind D. Misalkan juga P adalah ideal prima minimal dari R dan
P ∩ D = p 6= 0. Jika p ∈ Spec(D), maka R/P adalah gelanggang Dedekind
prima.
Bukti. Karena P adalah ideal prima minimal di R = D[x, σ, δ], maka oleh Teo-
rema III.15, P = p[x;σ, δ]. Misalkan p ∈ Spec(D), maka (R/P) ∼= (D/p)[x; δ].
Keisomorfikan ini dipaparkan oleh Goodearl (1992) halaman 330. Lebih lanjut,




[x; δ] adalah daerah ideal utama ber-




[x; δ] adalah gelanggang Dedekind prima,
oleh karena itu R/P adalah gelanggang Dedekind prima.
Misalkan P adalah ideal prima dari gelanggang polinom miring. Untuk gelang-
gang polinom miring tidak lengkap, R = D[x;σ] atau R = D[x; δ] gelanggang
faktor R/P yang terbentuk merupakan gelanggang Dedekind prima. Dalam ge-
langgang polinom miring lengkap R = D[x;σ, δ] akan ditunjukkan bahwa, un-
tuk ideal prima P tertentu gelanggang faktor yang terbetuk merupakan daerah
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Dedekind.
Dalam gelanggang polinom miring tidak lengkap, gelanggang faktor Dedekind
prima dapat dibentuk menggunakan ideal prima yang tidak memuat polinom
konstan. Hasil tersebut dikembangkan dalam gelanggang polinommiring lengkap.
Teorema IV.16 Misalkan P adalah suatu ideal prima minimal dari R =
D[x;σ, δ] dengan P = p[x;σ, δ], dan p adalah suatu (σ, δ)-ideal prima dari D.
Maka R/P adalah daerah Dedekind jika dan hanya jika p ∈ Spec(D).
Bukti. (⇐=)










[x;σ, δ] adalah daerah Dedekind. Jadi R/P adalah daerah
Dedekind.
(=⇒)
Misalkan R/P adalah daerah Dedekind, maka jelas bahwa D/p ⊆ R/P meru-
pakan daerah (integral). Oleh karena itu, p ∈ Spec(D).
Untuk gelanggang prima Dedekind, Teorema IV.16 baru berlaku satu arah.
Hal ini disebabkan karena gelanggang prima Dedekind lebih lemah dari daerah
Dedekind.
Sampai saat ini, gelanggang faktor R/P yang diinvestigasi adalah gelanggang
faktor yang dibentuk oleh ideal prima P dengan P ∩D 6= 0. Untuk ideal prima
P dengan P ∩ D = 0, karakteristik gelanggang faktor R/P masih merupakan
masalah terbuka. Namun demikian, disertasi ini sudah menunjukkan cara men-
cari ideal prima P dengan P ∩ D = 0 melalui pusat gelanggang seperti yang
dipaparkan pada bagian awal bab ini.
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Bab V Penutup
Pada disertasi ini telah dilakukan pengkajian struktur Gelanggang PolinomMir-
ing. Kajian ini meliputi pusat gelanggang, ideal-ideal prim, dan gelanggang
faktor dari gelanggang polinom miring, serta pengkajian gelanggang polinom
miring sebagi maksimal order. Mencermati aturan perkalian pada gelanggang
polinom miring yang tidak berisfat komutatif, maka jelas terlihat bahwa struk-
tur gelanggang tumpuan yang digunakan (daerah Dedekind komutatif) tidak
diawetkan pada gelanggang polinom miring.
Pada area pertama, dapat ditunjukkan bahwa gelanggang polinom miring de-
ngan gelanggang tumpuan adalah daerah Dedekind komutatif merupakan suatu
maksimal order. Hasil tentang maksimal order ini, selanjutnya digunakan un-
tuk menentukan karakteristik dari ideal prim minimal.
Pada area kedua, diuraikan karakteristik ideal-ideal prim minimal dari gelang-
gang polinom miring. Disini juga ditemukan adanya keterkaitan antara ideal-
ideal prim dari gelanggang tumpuan dengan ideal-ideal prim gelanggang poli-
nom miring.
Pada area ketiga, telah dihasilkan bentuk-bentuk pusat dari berbagai jenis ge-
langgang polinom miring. Disini juga ditemukan adanya keterkaitan antara
ideal dari pusat gelanggang tumpuan dengan ideal dari pusat gelanggang poli-
nom.
Pada area keempat, diteliti mengenai gelanggang faktor dari gelanggang poli-
nom miring. Disini ditemukan bahwa gelanggang faktor dapat merupakan
gelanggang Dedekind meskipun gelanggang polinom miringnya sendiri bukan
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merupakan gelanggang Dedekind.
Hasil yang diperoleh dalam disertasi ini beserta proses penelitiannya telah mem-
buka cakrawala baru untuk penelitian di gelanggang polinom miring yang lebih
bervariasi. Dalam disertasi ini gelanggang polinom miring yang diteliti adalah
gelanggang polinom miring dengan kondisi:
• Gelanggang tumpuan merupakan gelanggang komutatif
• Gelanggang tumpuan merupakan daerah Dedekind.
• endomorfisma gelanggang yang digunakan merupakan suatu automorfisma.
Dari uraian di atas, dapat dilihat bahwa hal-hal yang dapat dikembangkan un-
tuk keberlanjutan penelitian ini, antara lain:
Masalah 1. Mengkaji struktur gelanggang polinom miring yang gelanggang
tumpuannya tidak bersifat komutatif.
Masalah 2. Mencari karakterisasi ideal prim minimal dari gelanggang poli-
nom miring yang gelanggang tumpuannya bukan daerah Dedekind, misalnya
Hereditary Noether Prim (HNP).
Masalah 3. Mengkaji struktur gelanggang polinom miring yang endomorfisma
pembangunnya tidak bersifat automorfisma.
Masalah 4. Mencari syarat perlu dan cukup agar gelanggang faktor polinom
miring merupakan gelanggang Dedekind prim.
Masalah 5. Mencari pusat dari gelanggang polinom miring R = D[x;σ, δ].
Masalah 6. Apakah gelanggang polinom miring R = D[x;σ, δ] merupakan
order maksimal jika gelanggang D merupakan order maksimal.
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